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PRÉFACE. 



Le Traité d'Analyse que je publie aujourd'hui est destiné 
aux personnes qui, n'ayant pas le moyen de consulter un 
grand nombre d'Ouvrages, ont le désir d'acquérir des con-* 
naissances étendues en Mathématiques. Il contient, outre le 
développement des matières exigées des candidats à la licence, 
le résumé des principaux résultats acquis à la Science. 

Je n'ai pas la prétention de croire que la lecture d'un ou- 
vrage unique puisse remplacer l'étude laborieuse des Mé- 
moires des grands maîtres de la Science; mais enfin il est 
souvent difficile de se procurer ces Mémoires, et je pense 
que l'on ne m'en voudra pas, si j'ai essayé de faire connaître 
une partie des trésors qu'ils renferment. 

LeP' Volume contient une théorie élémentaire des séries, 
le Calcul diflerentiel et ses applications analytiques. 

Les principes de ce calcul y sont exposés, je crois, avec 
toute la rigueur qu'on est en droit d'exiger. Je suis parvenu 
à ce résultat en prenant pour base du Calcul diflerentiel le 
fameux théorème de Rolle, tel qu'il a été énoncé par M. O. 
Bonnet et la formule de Taylor qui en découle immédiate- 
ment. 

Les applications sont relatives à la théorie des formes, à 
l'élimination et à la recherche des maxima. Bien que la 
théorie des formes ne soit pas exigée des candidats à la li- 
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cence, elle pourra être lue avec fruit par eux et être considé- 
rée comme un bon exercice sur le changement de variables. 
J'ai donné sur l'élimination des développements qui trou- 
veront leur application plus tard, et je me suis permis d'ex- 
poser mes propres recherches sur ce sujet, parce qu'elles 
jettent, je crois, un jour nouveau sur cette théorie restée un 
peu obscure jusqu'ici, et qu'elles ont d'ailleurs été entreprises 
précisément en vue de cet Ouvrage. 

Le IP Volume contiendra des applications géométriques 
des théories exposées dans le premier, à savoir la théorie des 
tangentes et des plans tangents, des enveloppes, de la cour- 
bure, et du contact en général. La ihéorie des lignes tracées 
sur les surfaces est renvoyée au Calcul intégral, où elle sera 
traitée plus à fond que dans la plupart des autres Traités 
d'Analyse. Les derniers Chapitres de ce Volume sont consa- 
crés à une théorie sommaire des points singuliers et des 
asymptotes ; l'étude plus approfondie de cette question sera 
faite après les théories de Cauchy sur les fonctions des va- 
riables imaginaires, en prenant pour guide les travaux récents 
de MM. Halphen, Nôther, etc. 

Le IIP Volume traite du calcul des intégrales indéfi- 
nies et définies, des intégrales des différentielles à plusieurs 
variables et des intégrales multiples. 

On voudra bien remarquer combien je me suis efforcé d'être 
rigoureux dans cette partie du Calcul intégral, avec quelle cii^ 
conspection j'ai fait usage des règles de la différentiation 
sous le signe f et des lois de la continuité. 

Les applications analytiques sont relatives à la théorie gé- 
nérale des fonctions et de leurs développements en séries; 
elles résument une des plus belles parties deToeuvre de Cau- 
chy et de ses disciples. J'ai essayé de restituer à cet illustre 
géomètre une part que l'on a essayé de lui ravir dans ces 
derniers temps. En particulier, j'ai exposé une méthode qui 



PRÉFACE. IX 

lui est due pour le développement des fonctions en séries 
trigonométriques, fondée sur le calcul des résidus, qui est 
tout aussi rigoureuse que celle de Dirichlet et qui entre bien 
plus profondément au cœur de la question. 

Un Chapitre est consacré à l'interpolation des fonctions nu- 
mériques; on y trouve une théorie très développée des fonc- 
tions eulériennes, le calcul des dérivées à indices quelconques 
et les éléments du calcul inverse des intégrales définies, le 
développement en fractions continues et la théorie des fonc- 
tions de Legendre, qui sera d'ailleurs reprise à un autre point 
de vue dans le Volume suivant. 

Le Volume se termine par l'étude des fonctions algébriques 
ou, si Ton veut, des courbes algébriques ; on y trouvera la 
théorie des points singuliers, dont j'ai parlé plus haut, et 
celle de la transformation des courbes planes. 

Le IV® Volume est consacré aux équations différentielles 
ordinaires, il contient deux démonstrations rigoureuses de ce 
principe : que tout système d'équations différentielles ordi- 
naires admet une intégrale. La discussion approfondie de ces 
démonstrations conduit, d'après Cauchy, à une théorie com- 
plète des solutions singulières. Avant de parler des méthodes 
connues d'intégration, j'ai pensé qu'il serait bon d'exposer la 
théorie des fonctions elliptiques et abéliennes, qui inter- 
viennent de plus en plus dans la théorie des équations diffé- 
rentielles. La théorie des fonctions elliptiques est exposée 
d'après les méthodes de Cauchy, celle des fonctions abéliennes 
en suivant de très près le fameux Mémoire de Riemann et en 
faisant usage de son plan multiple, sans toutefois faire inter- 
venir le principe de Dirichlet. Parmi les applications de la 
théorie des fonctions elliptiques, on voudra bien remarquer 
une exposition assez simple des propriétés des cubiques planes 
*et des biquadratiques gauches ; enfin une belle démonstration 
du théorème de Poncelet sur les polygones inscrits et circon- 
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scrlts aux coniques diie à M. Hermlte. Le Volume se termine 
par la recherche des maxima des intégrales simples. 

Le V* Volume renferme la théorie des équations aux déri- 
vées partielles, la théorie des lignes tracées sur les surfaces et 
des coordonnées curvilignes, la théorie des complexes, enfin 
quelques mots sur la variation des intégrales multiples. La 
théorie des équations du premier ordre et des équations aux 
différentielles totales y est exposée en détail et avec rigueur; 
mais la théorie des équations à plusieurs inconnues et des 
ordres supérieurs, sur laquelle on ne connaît que fort peu de 
chose; laisse à désirer sôus ce point de vue^ ainsi j'ai sou- 
vent différentié, sous le signe J*, des expressions qu'il n'était 
pas permis de traiter de cette façon; j'ai aussi admis, comme 
un postulatum, le principe de Dirlchlet. 11 m'a semblé que 
les démonstrations que l'on a essayé de donner de ce principe 
étaient trop compliquées et pas tout à fait rigoureuses. Les 
applications géométriques roulent sur la théorie des lignes 
de courbure, des lignes asymptotlques, des lignes géodésiques 
et, en général, des lignes que l'on peut tracer sur une surface. 
La théorie des coordonnées curvilignes et des surfaces ortho- 
gonales y est exposée avec détail ainsi que la théorie des 
complexes. 

Le VP et dernier Volume contient quelques théories 
détachées qui trouveraient difficilement leur place dans le 
corps même de l'Ouvrage et dont il serait trop long de faire 
l'énumération.' 

A la fin de presque tous les Chapitres, j'ai eu soin de pla- 
cer des exercices ou des notes, pour la plupart du temps ex- 
traites des œuvres des maîtres de la Science et destinés à 
éclairer ou à compléter les matières exposées dans le texte. 

Dans cet Ouvrage, on trouvera peu de figures, peu de dé- 
veloppements relatifs à la Géométrie pure ; c'est avant tout un 
Traité d'Analyse et, si l'on y rencontre de la Géométrie, c'est 
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qu'elle vient compléter et élucider l'Analyse. D'ailleurs la 
Géométrie a des méthodes qui lui sont propres, et elle doit 
être étudiée dans des Traités spéciaux. On comprendra donc 
pourquoi je me suis si peu étendu sur rhomograi)lue et sur 
les autres méthodes de transformation des figures; le dévelop- 
pement de ces belles théories doit surtout faire l'objet des 
Traités de Géométrie pure. 

EnfÎBy pour faire comprendre dans quel esprit est écrit ce 
Traité d'Analyse, qu'il suffise de dire que l'auteur est un 
ardent disciple de Gauchy, de ce géomètre incomparable dont 
Abel disait qu'il avait puisé toutes ses connaissances dans ses 
écrits. « Un tel aveu, dit O. Terquem, est le meilleur des 
panégyriques. » 

Je dois remercier, en terminant, mon excellent ami M. E. 
Lucas, professeur de Mathématiques spéciales au lycée Saint- 
Louis^ qui a bien voulu me prêter son précieux et bienveil- 
lant concours pour la correction des épreuves. 
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INTKODUCTION. 



I. — Des fonctions. 

Autrefois on appeldÀl fond ions d'une quantité les diverses 
puissances de cette quantité, puis on a étendu le mot de 
fonction à toutes les expressions analytiques que Ton peut 
former avec cette quantité; voici la définition plus précise 
qui semble adoptée aujourd'hui et que nous adopterons dans 
ce qui va suivre : 

Deux quantités sont fonctions Vune de Vautre quand, 
Vune d'elles restant constante, Vautre reste constante 
aussi. 

Cette définition comprend celle de la constante : c'est là 
un inconvénient de peu d'importance, car il sera toujours facile 
L. — Traité d'Analyse, I. i 
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de préciser dans chaque cas particulier; il est, d'ailleurs, le 
plus souvent utile de considérée te cas où la fonction devient 
une constante. •'«, **<" 

Une quantité y* sera àilti [fonction de plusieurs autres 
Xj y^ z, ... quand, c.cUé^ft-tvi'restant constantes, y* restera con- 
stante aussi; on vpirdontque, siy*est fonction de ^,^,5, ..., 
elle sera fonctroh'.yé 'chacune de ces variables en particulier, 
prise isol5|;neiik^les autres restant constantes. 

De.l^'.réjsulte que notre définition du mot fonction com- 

pr^dCficIle des fonctions analytiques que Ton considérait 

. Vttir'eiois et celle de toutes les autres fonctions, telles que les 

'. '••/•jtonctions empiriques dont la forme n'est donnée que par des 

phénomènes naturels. 

II. ~ Continuité des fonctions. 

Nous dirons qu'une fonction y*(^) estcontinue pourj:r=ra 
quand, étant donnée une quantité positive quelconque s, aussi 
petite que l'on voudra du reste, il existera une quantité posi- 
tive H telle que, h étant moindre en valeur absolue que H, 
f(a-\-h) ait une valeur unique et bien déterminée, et que 
Ton ait 

\al. abs. [/(a -i - h) —f{a)] < £, 

quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée à h. 

Une fonction, ^x par exemple, peut avoir pour chaque 
valeur de œ plusieurs valeurs et cependant être continue, s'il 
est possible de séparer ces valeurs de telle sorte que l'accrois- 
sement h donné à x entraîne toujours sans ambiguïté im 
accroissement, et un seul, bien déterminé pour la fonction. 

Théorème I. — Si une fonction f{x) est continue pour 
toutes les valeurs de x comprises entre a et 6, si de plus 
f(a) etf(b) sont de signes contraires, il existera une valeur 
CL de Xj comprise entre a et 6, telle que Von ait f [cl) = o. 

Pour le démontrer, désignons par 72 un nombre entier quel- 
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t _ 

conque plus grand que i, posons = /i et formons la 

suite 

/(«)» /(«-t-^X f{a-^ih\ ..., f{a-^n — ih), f{b). 

Si l'un des termes de cette suite était nul, le théorème 
serait démontré; si aucun d'eux n'est nul, il en existera deux 
consécutifs au moins qui seront de signes contraires, puisque 
le premier et le dernier sont de signes contraires; appelons 

ces termes /(^i) et/(6|), posons — ^ ^/ii et considé- 
rons la nouvelle suite 

/(ai), /(ai^hi), ..., /{ai -h n—ih^), /{bi); 

si aucun des termes de cette suite n'est nul, auquel cas le 
théorème serait démontré, il existera deux termes consécutifs 

/{cio) ^^ /{f^i) de signes contraires; posant-^ z= h2,oii 

considérera la nouvelle suite 

En continuant ainsi, on formera deux séries de nombres 

a, a\ , a^y • . • j cim') • • • Glby bi, 62? • • * •> ^m? • • • > les premiers 
croissants, les seconds décroissants, ou plutôt tels que 

a !l ai 1 «2 - • • • > b^bi^b^^ . . .' 
En général, f{a,n) elf(bm) sont de signes contraires et 

/ \ A b — a 

(i) ^^^~^"^= -J^JJT' 

or les nombres am vont en croissant sans dépasser b : ils ont 
donc une limite a. Les nombres bm ont de même une limite [3 ; 
or, en vertu de (i), b,n — «m tend vers zéro quand m aug- 
mente indéfiniment : donc 

\im b,n — lima,;i=o ou a = J3. 

Ceci posé, considérons/(a); a,» et bm différant de a d'aussi 
peu que l'on veut, on pourra prendre en valeur absolue 
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or, zéro étant compris entre /(a;;,) eif{bm)'i on aura alors, a 

fortiori, 

/(a) — o<s ou /(a)<e. 

Mais une quantité fixe /(a) qui peut être rendue moindre que 
e, quelque petit qu'il soit, est nulle : donc, etc. c. q. f. d. 
On conclut de là cet autre théorème : 

Théorème II. — Une fonction J(x) continue entre les 
limites a et b ne peut passer de la valeur f{a) à la valeur 
f('à) sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 

Supposons en effet f{a) <C |^<C/(^)î si Ton considère la 
fonction/(a;) — [jl, cette fonction sera évidemment continue 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b. Donc, 
f(a) — [Jl étant négatif, f{b) — [jl positif, f(x) — (Ji passera 
par zéro pour une valeur de x comprise entre a et 6, ouy*(^) 
deviendra égal à [jl. c. q. f. d. 

La réciproque de ce théorème n'est pas vraie ; une fonc- 
tion qui ne saurait passer de la valeur f(a) à la valeury*(6) 
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires n'est pas pour 

cela continue :sin-j par exemple, ne peut passer de — i à 

-\- 1 sans passer par toutes les valeurs intermédiaires, et ce- 
pendant cette fonction est discontinue pour j: = o ; et non pas 
parce qu'elle est indéterminée pour x = o^ car, comme elle 
n'est pas définie pour cette valeur de x, on peut lui assigner 
pour :r = o la valeur zéro, et considérer une fonction f{x) 

égale àsin-, excepté po ur :c = o, et égale à zéro pour :r := o. 

Une pareille fonction/(a:)n'esl pas continue, parce quey*(/i), 
quelque petit que soit h, ne peut pas rester moindre qu'une 
quantité arbitraire e. Toutefois on peut dire que : 

Théorème III. — Si une fonction f(x) croissante (ou 
décroissante) quand x varie de a à b ne peut pas passer 
de f{a) àf(b) sans passer par toutes les t^aleurs intermé- 
diaires, elle est continue dans cet intervalle, pour{^u qu*elle 
ait une valeur déterminée pour chaque valeur de x. 
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En effet, soit a<C^c<^b'y je dis que Ton peut choisir H 
assez petit pour que, h étant moindre en valeur absolue que 
H, on ait en valeur absolue 

(0 /(CH-A)-/(C)<£, 

e étant une quantité donnée quelconque. En effet, si Ton ne 
pouvait pas satisfaire à cette inégalité pour une certaine valeur 
donnée de e, c'est que f{oc) ne pourrait pas passer par les 
valeurs comprises entre /(c) et/(c)-he, car f{x), étant 
croissant avec x^ ne pourrait pas passer par ces valeurs pour 
x<^cnipour x^c\ puisque, /(c -f- h) étant plus grand que 
f{c) 4- £ ou égal à f{c) -\- e, pour des valeurs de x plus 
grandes que c 4- A, /(^) sera encore plus grand : donc on 
devra pouvoir satisfaire à (i) et f{x) sera continu. 

Ainsi, par exemple, si a ]> o, ;r variant de o à oo , ^* croît, 
et, comme on peut toujours prendre a;" = [jl, [x étant positif, 
on peut en conclure que j:*est continu pour les valeurs posi- 
tives de x^ car x* a d'ailleurs une valeur déterminée pour 
chaque valeur de x. 

Remarque. — Sif(x) est continu pour toutes les valeurs 
de X voisines de c, la limite de fi^c -\- h) quand h tendra 
vers zéro y ou de f{x) quand x tendra vers Cy seraf(c). En 
effet, /(x) étant continu pour x = c, f(c -f- h) — /(c) peut 
être rendu moindre que e; donc 

lim[/(c-f-A)—/(c)] = o ou lim/(c-+-A)=/(c). 

Ceci permet de démontrer très simplement que la somme 
ou le produit de plusieurs fonctions continues est continu, 
que le quotient ou la différence de deux fonctions continues 
est continu, que si/(w, (^) est fonction continue de u et de p, 
uel V étant fonctions continues de x^f est aussi fonction con- 
tinue de X, 

Démontrons seulement cette dernière proposition, qui ré- 
sume les autres : \ 

Changeons .r en^ + h, u deviendra « -f- a et ç^ deviendra 
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(^-hP; a et (3 tendront vers zéro, d'après notre remarque, 
pour A= g; maïs, / étant continu par rapport à u et r, 
/(m -h a, r + (3) différera très peu de /( w, (^ + (3), lequel dif- 
fère aussi très peu de/(w, (^) : donc /(m -I- a, t^ -|- P) a pour 
limite f(u^ç) quand a et ^ tendent vers zéro, c'est-à-dire 
quand }v tend vers zéro. Gela revient à dire que/(?^, r) est 
continu par rapport à x. 

J'ai développé ces démonstrations dans mon Traité d'Aï- 
gèbre, mais je crois devoir les reproduire dans cette Inlroduc- 
lion, qui est faite pour combler les lacunes qui existent 
généralement dans les Traités d'Algèbre, rédigés conformé- 
ment aux programmes officiels. 



III. — Continuité des fonctions imaginaires [^), 

Nous appellerons, avec Gauchy, fonction d'une variable 
imaginaire x -\-y\J — i toute expression de la forme 

X -H Y >J'^^\, 

où X et Y sont fonctions de x et y. Plus tard nous restrein- 
drons la généralité de cette définition : nous dirons que la 

fonction X -f- Y y/ — i est continue si X et Y sont des fonc- 
tions continues de x et de y. Il en résulte que, si 

f{^'^ysl — ^st fonction continue de x -\- y sj — i, on 
devra pouvoir prendre H et R assez petits pour que, h et A' 
étant moindres en valeur absolue que H et R, on ait 

mod y{x -f- h H-j-i-A- ^~-^) —f{oo -4- r /^T)] < £, 



(•) Je préviens le lecteur que, pour moi, v^— i n'est pas une quantité qui 
élevée au carré donne — i, et je nt conviens pas de faire usage de ce signe 
\/ — I en vertu de la généralité de l'Algèbre. Plusieurs théories très rigou- 
reuses des imaginaires ont été données par Caucliy, On peut, par exemple, 
considérer les égalités entre imaginaires comme des congruences relatives 
au module i^ ■+■ i. (Voir mon Algèbre,) 
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car cette inégalité revient à 

mod[X{x-^ hj y-h k) — X(a7, 7) 

-v/^^Y(^-f-A,j-hA-)-v/=^Y(x,j)]<E; 

or, X et Y étant continues, les différences qui sont entre 

les crochets peuvent être rendues moindres que - : donc le 

module de leur somme sera moindre que e. La réciproque est 
évidente, car le module d'une imaginaire ne peut être très 
petit que si chacune de ses parties est très petite. 

Il est clair aussi que, si une fonction est continue, son ai 
gument et son module sont continus, et vice versa. 

IV. — Sur la représentation géométrique des imaginaires. 



Une imaginaire x-^-yy^' — i ou x -\- yi peut être repré- 
sentée par le point qui, par rapport à deux axes rectangulaires 
fixes, a pour coordonnées x etjK; ^ivice versa, tout point de 
coordonnées x^ y peut servir à représenter géométriquement 
l'imaginaire :r +^ y/ — i. Gauchy appelle l'imaginaire 

Vafjixe du point (^, jk). 

Quand nous dirons que le points 4- jKV — * décrit une 
courbe G, il faudra entendre par là que le point (^,^) qui a 

pour afïixe l'imaginaire x -\-y \/ — i décrit cette courbe. 
Posons 

X -\-y J — I = r (cos6 -\- / — i sin6 ) 

ou bien, ce qui revient au même, 

a7 = rcos6, ^—rsin6. 



r et 8 seront le module et l'argument de:c 4-jK v^ — i ; ce seront 
aussi les coordonnées polaires du point (^, JK); z' et pour- 
ront comme XQ\.y servir à représenter l'imaginaire x +r y^ — i . 
Ainsi une imaginaire pourra être représentée par une droite 
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égale à son module, faisant avec un ax.e fixe un angle égal 
à son argument. L'avantage de ce mode de représentation 
résulte du théorème suivant: 

La somme de plusieurs imaginaires est représentée par 
la résultante des droites qui représentent ces imaginaires. 

En efiet, soient 

x-{-y/^, x'-\-y^—i, af-^y^J—x, ... 
des imaginaires ; 

{x-\-x' -^ x" -^.,,')-^{y -^y -^y ^,, •)/— - ï 

leur somme; x^y sont les projections sur les axes de coor- 
données de la droite r qui représente x-\-y\J — i, ...; 
donc :r + j;'4- ^"H-. . . est la somme des projections des 
droites qui représentent les imaginaires en question sur l'axe 
des X : c'est la projection de leur résultante sur cet axe; 
y -\- y -\- y '\- ' . . serait la projection de la même résultante 
sur Taxe des ^5 ce qui démontre le théorème. 

Corollaire. — Le module d'une somme est moindre que 
la somme des modules de ses parties. 



V. — Notions sur les infiniment petits. — Nouvelle définition 

de la continuité. 



Nous appellerons quantité infiniment petite o\x infiniment 
petit toute quantité variable ayant pour limite zéro. 

Nous appellerons quantité infinie toute quantité variable 
que l'on pourra prendre plus grande que toute quantité 
donnée. 

Nous avons souligné à dessein le mot variable. Il n'y a pas 
de quantité fixe infinie ou infiniment petite; zéro n'est pas 
infiniment petit, parce que zéro est fixe. 

On fait usage des mots que nous venons de définir pour 
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abréger le langage et pour si'mplifîer certaînes locutions. Par 
exemple : 

1** On dît que - est infini pour ;r = o ou quand x tend 

vers zéro : c'est une manière abrégée d'énoncer ce fait, que - 

croît au delà de toute limite et peut être pris plus grand qu'une 
quantité donnée quelconque quand x s'approche de zéro suffi- 
samment. On dit aussi que - est infiniment grand quand x 

est infiniment petit. 

2° On dira que x^^ x^^ . . . sont infiniment petits en môme 
temps que x, au lieu de dire que x^, ^', . . . ont pour limite 
zéro quand x a lui-même pour limite zéro. 

3" Il est absurde de dire que deux droites parallèles se 
rencontrent à l'infini : deux droites parallèles ne se rencon- 
trent pas du tout. De pareilles locutions échappent parfois, je 
dirai même sont employées assez volontiers pour abréger le 
langage; nous les emploierons le plus tard possible et seule- 
ment quand le lecteur sera familiarisé avec la notion infini- 
tésimale. Voici maintenant à quel propos on peut dire que 
deux parallèles se rencontrent à l'infini. 

Je suppose que D soit une droite fixe; si autour d'un 
point A pris en dehors de D on fait tourner une droite D' de 
manière à lui faire faire avec D un angle a de plus en plus 
petit, le point d'intersection de D et D' s'éloignera indéfini- 
ment du point A; sa distance au point A est donc infinie 
quand l "^ angle a est infiniment petit. 

On dit alors que les deux droites devenues parallèles se 
rencontrent à V infini. 

En acceptant les définitions que nous venons de donner, 
on peut dire qu'une fonction continue est une fonction qui 
prend toujours un accroissement infiniment petit quand on 
donne à sa variable un accroissement infiniment petit quel- 
conque. 

Cette nouvelle définition a seulement sur celle que nous 
avons donnée plus haut l'avantage de la concision ; mais il ne 
faut pas oublier, pour l'exactitude, de dire que l'accroisse- 
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a£«mt i^ Li Turâlik eçt ira îiifi9»?tit p>^t q:ie[o>>Dqne : ce 
qoi Tçat dire qiae r*c«T»'>Lï2«KrL-rat -i? Li r'?Q*:d':-Q tend vers 
zkf^t» d^ qu^lq»p nkaniîr'^ qia^ !V-a r'i^?*? li?n-ir»? Ter? Z4éro 

rii^itT*ji««Tll>?a». COfTïÇ-ïpOO liai di? !a ^iTLibl-*- 

'.onifiie aint qoïati^ifç iw-îîe* : dîi*>a5 î^^oleiiiea: qaane qoan- 
titif ioÈAzinim est infinie qiun*j $*>n modale e^t îdCdî et 
qa'elle e?t infiniment p<-lite qn.u^j $*>n mr>iale e>t infiDÎment 
fi<tit. 

Rappelons, en tennioant celte Introdactîon. nn principe 
^or leqnei nons aron^ frwpienunent Foccasion de nous 
appojer. 

Lorsqu'une quantité variable croit ^ sans dépasser une 
quantité fixe ^ elle a une limite é^ale ou inférieure à cette 
quantité fixe. 

Ouand une quantité variable décroît^ sans devenir infé- 
rieure à une quantité fixe, elle a une limite égale ou 
supérieure à cette quantité fixe 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 



I. — DéfiDitions. 

On appelle série une suite illimitée de termes qui se for- 
ment et se suivent d'après une loi déterminée. On appelle 
encore les séries suites infinies. 

Une série est convergente quand la somme de ses n pre- 
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n 
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel- 
conque ; cette limite est ce que Ton appelle la valeur de la 
série ou la somme de ses termes. 

Une série qui n'est pas convergente est appelée divergente. 
La série 

(2o— ai)-h(ai — a2)-i-(a2 — a3)-f-(a3 — a^)-+- . . . ^-(a,|_, — a;,)-H ..., 

dans laquelle oLn désigne un nombre qui a pour limite zéro, 
lorsque n augmente indéfiniment, est convergente, car la 
somme de ses n premiers termes est ao — a;,, et cette quan- 
tité a pour limite ao pour n= ce . 
Au contraire, la série 

est divergente, car la somme de ses n premiers termes est 
alternativement zéro" et i ; elle ne tend par conséquent pas 
vers une limite déterminée lorsque n croît d'une manière 
quelconque. 

On comprend difficilement comment d'illustres analystes 
Ont pu écrire des formules telles que 

(A) -i-I i_|_i-_i_l_...r=- 

•2 
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(LeiB^iTz, Lettre à Christian Wolff, — Euleb, Institu- 
tiones Calculi differentialis et integralisy Pars posterior, 
Cap. I, etc.). 

Une série divergente ne saurait représenter-- En eflet, 

quelle idée peut-on se faire d^une somme composée d'un 
nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n'a pas 
même le droit d'écrire 

Ci) ato = (a« — a,) — (a, — aj) -^ . . . -f- («;, — an+O-f- . . . 

lorsque oLn tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque la série est 
convergente. On le fait cependant, mais seulement en vertu 
d'une convention qui consiste à séparer une série conver- 
gente de la limite vers laquelle tend la somme de ses termes 
par le signe =. Ainsi la formule ( i ) est une manière abrégée 
d'écrire 

%Q— lim[(ao-- 3Ci)- . ..-H(3t«— a«4.i)] pour n = oo . 

La formule (A) est donc absurde, puisque la limite de la 
somme de ses n premiers termes n'existe pas : cette limite 

n'est donc pas égale à - • 



IL — Théorèmes sur la convergence. 

Théorème L — Pour qu'une série soit convergente, il 
faut que ses termes diminuent indéfiniment jusqu'à zéro. 

En effet, soit la série 

Uq -7- U\ —- 11-2 —- M3 -7- . . . -\- U/t ~'~ • • • • 

Soit, en général, Sn la somme des n premiers termes ; on a 

Si l'on suppose la série proposée convergente et si l'on désigne 
sa valeur par 5, on aura 

\\msn = s\ 
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donc 

lim5/i-(-i — Iim5/| = lim(^/i4.i — 5/») = o. 

Donc, en vertu de ( i ), 

lira Un = o. 

Remarque I. — La démonstration que nous venons d'em- 
plojer, comme du reste toutes celles que nous emploierons 
daos l'exposition de ces principes, est basée sur le calcul des 
limites; elle précise le sens que nous devons attribuer à la 
locution diminuer indéfiniment. Quand nous disons que w„ 
doit diminuer indéfiniment, nous devons entendre par là que 
cette quantité, réelle ou imaginaire, doit avoir zéro pour 
limite, rien de plus : ainsi Un peut tendre comme on veut 
vers zéro; il n'est nullement nécessaire, par exemple, que 
l'on ait 

Remarque IL — On aurait également pu écrire les équa- 
tions suivantes : 

\\mSn-^p= Sj 

lim Sn = -s ; 
^'où, retranchant la deuxième de la première, 

lim Un -f- Un-\-i -H Un-^i ---... -r- Un-hp-l = O , 

ce qui conduit à ce résultat : 

Pour qu'une série soit convergente, il faut que la somme 
^^s p termes qui suivent le n^^^^ ait pour limite zéro 
^^dndn augmente indéfiniment, quel que soit du reste p. 

Remarque IIL — Il existe des séries dans lesquelles w„ 
peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appartient 
ce terme soit convergente-, par exemple, considérons la série 
suivante, appelée série harmonique : 

I I I I I I 



2 3 4 ' 5 " n /i -h 1 
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Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car, 
Ton prend n termes après le /i'*^*"^, la somme 



I I T 

n -i- I ' /t H- j», * * * -2/1 



est plus grande que — répété n fois, c'est-à-dire que-* . 

donc on groupe les termes de la série harmonique ainsi qia 
suit : 



I I 



n-r- i n-r- 1 in 



on voit que la somme de ses in premiers termes est plu; 

grande que - répété autant de fois que l'on veut. En prenant /^ 

suffisamment grand, la somme de ces 2/i premiers termes 
croît donc au delà de toute limite; donc la série est diver- 
gente. C. Q. F. D. 

Il arrive souvent que l'on rend une série convergenle paJ 
un simple changement des signes de quelques-uns de se- 
termes. Ainsi la série 



I I r :. ' _ • i_ 



3 , ....__ __ — . . . 

4 n n-\- i 

est convergente. En général : 

Théorème II. — Si dans une série les ternies sont, à par 
tir de Vun d^eux, indéfiniment décroissants jusqu'à zérc 
et alternativement positif s et négatifs, cette série est con- 
vergente. 

En effet, considérons la série 

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants e 
alternativement positifs et négatifs à partir de u,i. 

Appelons, en général, Sm la somme des m premiers terme 
de la série. Si nous remarquons que les termes vont cou. 
stamment en diminuant, les quantités 

W/i W/i+l> ^«4-2 — **«-f-3j • • •» ^n+2p — W/i+2/H-l 
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seront toutes positives, et, par conséquent, 

les quantités — Ufi^i -\- Un^-iy • • • » — Un^^p-y ~i~ Uu^'ip'^ • • • 
seront toutes négatives, et, par suite, 

Or 

Donc S;,^2/> est plus grand que S/i^o/»-!? ^^ ^ cause de la 
suite d'inégalités (i), plus grand que S,i^|. Ainsi donc une 
somme quelconque comprise dans la suite Sn^^i S,,^4, S^^c 
est plus grande que S„_^« ; il en résulte que ces sommes, 
allant constamment en décroissant et restant supérieures à 
S/j+i, qui est fixe, ont une limite S. Or on a 

Faisons croître /? indéfiniment; le premier membre de cette 
égalité a pour limite S, car u,i^'2p^i a pour limite zéro; 
^ODc S„^2/i+i a pour limite S également; donc, de quelque 
"tanière que croisse l'entier m, S,„ a une limite, ce qui revient 
adiré que la série proposée est convergente. 

Corollaire, — On voit que, la valeur de la série étant 
comprise entre 8,^ et S,i^i, Terreur commise en prenant S 
pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que 

Si- 

Théorème 111. — Quand une série à termes positifs a 
'^^s ternies respectivement plus petits que ceux dUcne autre 
^^ne également à termes positifs, et de plus convergente, 
'-^première série est aussi convergente. 

Soient, en effet, 

'0 5 = Mo-r- Wi -T- M2 -t- • • • -î- W,4-i- . . . 

^^ série convergente donnée (on représente ordinairement 
"'^e série convergente en séparant la somme d'un certain 
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nombre de termes de sa valeur par le signe = et en s 
mant le mot lim) et 

(3l) Vo-\- Vi-\- Vf-^ , . ,-^ Vn-^- ' •' 

Tautre série. Soient 5„ la somme des n premiers terme 
série (i), tn la somme des n premiers de la série (2); c 
^0 < "o, ^1 < w<7 • • • > ^/î< w„, on a évidemment 

*/i <C Su j 

donc, a fortiori, 

tn < S. 

Or, n croissant, t^ croît, mais t^ reste constamment ini 
à s; donc, en vertu d'un principe énoncé page 10, tn 
limite; donc la série (2) est convergente. c. q. i 

Théorème IV. — Une série à termes positifs et né 
est convergente lorsque la série des valeurs absolues 
termes est convergente. 

En effet, considérons à part les séries des termes j 
et des termes négatifs pris dans Tordre dans lequel 
succèdent dans la série proposée. 

Soient 

( I ) ao -T- «1 -r- «2 -r . . . -T- a/ ^- . . . 

la série des termes positifs et 

(2) 60 -h 61 -h ... -^ b/c -{-... 

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolut 
Soient Xi la somme des i premiers termes de la sér 
yk^^ somme des k premiers termes de la série (2), e 
somme des n premiers termes de la série proposée 
pouvons toujours supposer que ao, «j , . . . , a/ soient les 
positifs de Sny et Ôq» 64, ... , 6^ les termes négatifs; al 
a, en appelant s',^ la somme des n premiers termes de 1 
proposée rendus positifs, 

(3) s'n=Xi-{-y/„ 

(4) Sn=a;i—yA. 
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L'équation (3) montre que s^ est plus grand que Xi et que^A* 
donc, a fortïoriy la limite de s'^y qui par hypothèse existe, 
est supérieure à xi et à y^. Or xi ely^ sont des nombres crois- 
sant avec « et k, mais constamment inférieurs à la limite 
de 5)^; donc ils ont une limite chacun, donc les séries (i) et 
(2) sont convergentes. L'équation (4) montre que s^ a une 
limite égale à la différence des limites de xi ely^, c'est-à-dire 
que la série proposée est convergente et a une valeur égale à 
la différence des valeurs des séries de ses termes positifs et 
de ses termes négatifs. 

Théorème V. — Quand une série ne perd pas sa conver- 
gence lorsque l'on rend tous ses ternies positifs, on peut, 
-'fans altérer sa valeur, intervertir l'ordre de ses termes. 

En effet, considérons d'abord une série convergente à 
fermes positifs : 

(0 s = Uo-h Ui-{- Ui-r- . , . -\- U„i-T- 

Intervertissons l'ordre de ses termes, et soit 

la nouvelle série obtenue après ce changement. Soient s^^ la 
^omme des n premiers termes de la série (2), s m la somme 
des /?i premiers termes de la série proposée; on pourra tou- 
jours choisir m de telle sorte que tous les termes de s'^^ soient 
contenus dans les m premiers termes de la série ( i ). On aura 
alors 

*/i=^//i 6t s'fi<C\lms,n ou <5. 

Nous voyons par là : 

I" Que la série (2) est convergente, puisque s^^ croît avec n 
sans dépasser s ; 

2'* Que la valeur s' = lims',^ de la série (2) ne saurait sur- 
passer s. Or on démontrerait de la même manière que la 
valeurs de la série (i) ne saurait surpassera' ; donc on doit avoir 

s = s', 

doncla série (i) n'a pas changé de valeur. c. q. f. d. 

L. — Traité d'Analyse, I. 2 
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Supposons actuellement la série 

(l) s = Uo-r- Ui-\- Ui-^ . , . -r- U^^— . . 

d termes quelconques. 
Soient 

(3) a© -r «1 -h ai -T- . . . -i- a/ -i- . . . 

la série de ses termes positifs pris dans le même ordre que 
dans la série ( i ), 

(4) bo-h bi-\- .,.-h b^-h ,,. 

la série de ses termes négatifs également pris dans l'ordre où 
ils se trouvent dans l'équation ( i ). Supposons que la série (i) 
conserve sa convergence quand on rend ses termes positifs. 
Les séries (3) et (4) sont convergentes, et, si x et^ désignent 
les valeurs respectives de ces séries, on a 

(5) s = x—y. 

Cela posé, changeons l'ordre des termes de la s6rie (i); la 
série de ses termes positifs sera encore la série (3), à l'ordre 
des termes près. Or cette série est à termes positifs; donc 
elle conserve sa valeur. Même observation pour la série des 
termes négatifs et pour la série des valeurs absolues des termes 
de la série (i). Il en résulte, d'après le théorème IV, que la 
valeur de la série (i) transformée est encore x — y; donc la 
série ( i ) ne change pas de valeur quand on change l'ordre de 
ses termes. ' c. q. f. d. 

Remarque. — Toute cette démonstration repose sur l'éga- 
lité (5); donc, lorsque x ou y n'existeront pas, c'est-à-dire 
quand, dans la série proposée, les termes positifs et négatifs 
ne formeront pas des séries convergentes, la démonstration 
précédente tombera en défaut. Il est facile, du reste, de donner 
un exemple dans lequel on voit une série changer de valeur 
quand on change l'ordre de ses termes. 

Considérons, par exemple, la série convergente 

i_i ï _ ^ j_ 1 . .,, T I 

^ ^ 12345 n ^^ n-h i 
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Remarquons que la série des valeurs absolues de ses termes 
est identique avec la série harmonique qui est divergente. 

En changeant simplement Tordre des termes, on a la 
nouvelle série 

2 4 3 6 8 2/1 — I in — 2 4n 

Je dis que la valeur de cette série est la moitié de la valeur 
de la série ( i ). En effet, soit 



I 



2 4^3 6 S ' '"^'in — I 4/1 — 2 4n 

La valeur de la nouvelle série est la limite de/(n) pour /? = oo ; 
or on peut écrire 

-, ^ I I I I I I 

•'^ 2 4 6 8 in — 2, 4/i 

ou encore 






I 



2/1 — 1 2/1 



Pour Al = 00 , la quantité entre crochets tend vers la valeur de 
lasérie(i) î ainsi la limite de/(n) ou la valeur de la série (2) 
6st la moitié de la valeur de la série (i); il est donc bien 
prouvé que l'on n'a pas toujours le droit de changer l'ordre 
des termes d'une série. 

Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à termes 
féels; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries à 
termes imaginaires. 

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la 
forme 

Celle série sera convergente si les deux séries 

(^) Uo -h Ui -{- Ui -\- . . . -h Un -{- 

(^) Vo-h Vi -{- V2 -^ . . . -\- Vn -^ ' ' • , 

formées des parties réelles et des coefficients de y,'' — i dans 
tousses termes, sont toutes deux convergentes. 
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En effet, soient 5„ la somma des n premiers termes de la 
série ( i ), <t,i etx,, les sommes des n premiers termes des séries 
(q) et (3); on a 

Sn = <y/t-f-Trt /^. 

En passant aux limites et en désignant par t et x les valeurs 
des séries (2) et (4), on voit que 

lim S:i — a -f- T y/ — I ; 

donc la série (i) est convergente. c. q. f. d. 

Remauque. — 11 est clair que, si Tune des séries (2) ou (3) 
eût été divergente, la série ( i ) Peut été pareillement. 

Théorème VI. — Dans une série à termes imaginaires, 
si la série des modules des différents termes est conver- 
gente, cette série est elle-même convergente et Uon peut, 
sans altérer sa convergence, intervertir U ordre des termes. 

En effet, considérons la série (i). Les séries de ses termes 

réels et des coefficients dey/ — 1 sont convergentes indépen- 
damment des signes de leurs termes, car ceux-ci sont respec- 
tivement plus petits que ceux de la série des modules qui est 
à termes positifs. On peut donc changer Tordre des termes 
de ces séries sans en altérer la valeur, ce qui revient à dire 
que l'on peut changer Tordre des ternies de la série proposée 
elle-même. c. q. f. d. 

Une série qui ne perd pas sa convergence quand on réduit 
ses termes à leurs modules, et dont on peut altérer Tordre 
des termes sans changer sa valeur, est dite absolument con- 



K'ergente. 



III. — Règles de convergence. 

On connaît un grand nombre de règles permettant de 
reconnaître si une série donnée est convergente ; mais un petit 
nombre de caractères suffisent dans la plupart des cas, et 
nous allons les faire connaître. 
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Théouème I. — Toute progression géométrique dont la 
raison est un nombre réelou imaginaire de module moindre 
que I est une série convergente. 

En effet, une telle progression peut se mettre sous la forme 

Or, quel que soit x, la somme des /i + i premiers termes est 

égale à 

^^«+-1 — I I ax^^^ 
a ou a • 

X - \ 1 X i -~ X 

Si le module de x est moindre que i, x^^^ tend vers zéro, 
et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie 

pour n= Qo . La série (i) est donc convergente, ce qu'il 

I X 

fallait démontrer, et l'on a 

a 



I — X 



= a-h ax -\- ax^ -+-... -i- ax^ -h . . . . 



Si l'on remplace x par - en supposant mod - <! i > on a 

aa z z- z'^ 

=a-f-a — 1-« — -\- , . . -h a h... 

a — z a a^ a'* 

et, en faisant a = -> 

' a 

ï i z z^ z^ 



2 1 ,. • «v« I .!•■«« 

^ ^ ^ * a^ a'*-^* 

cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour toutes 
les valeurs de z et de a, telles que mod s <[ mod a. 

Théorème IL — Si, dans une série à termes positifs 

( I ) Ui -{- II2 -'r . . . -r- U;i -h U,i^i -F . . . , 

le rapport -^^ d^ un terme au précédent tend vers une 

limite inférieure à l'unité ou reste constamment inférieur 
à un nombre cnfixe moindre que i, cette série est conver- 
gente. 

Observons tout d'abord que, la limite de -^^ étant moindre 
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que runité, -^^ finira, pour des valeurs suffisamment grandes 

de n, par difierer de sa limite de moins que cette limite ne 

diffère de Tunité et, par suite,— ^^* finira par rester moindre 

qu'un nombre a fixe, moindre lui-même que l'unité; ainsi 
nous n'avons besoin de démontrer le théorème que pour le 
cas où l'on a, pour n suffisamment grand, 

Un 

de là on tire 
et de même 

W/i4-2<! ^W/n_i, W^-i_3<< %llfi-hij . . • . 

On tire de ces formules 

La série considérée a donc ses termes respectivement moindres 
que les termes de la progression géométrique 

dont la raison a est moindre que t et qui, par suite, est con-* 
vergente; la série proposée elle-même est donc convergente- 

Corollaire. — Si dans une série à termes quelconques l(^ 
limite du rapport dhin terme au précédent a un module 
moindre que l'unité, ou si le rapport d\in terme au pré- 
cédent conserve un module moindre qu'un nombre ol/i^C^ 
moindre que i, cette série est convergente. 

Car la série formée des modules de ses termes est conve^" 
gente, en vertu du théorème précédent (p. 21). 

Remarque I. — Si le rapport —^^ tendait vers une limî^^ 

Ufi 

supérieure à V unité ou restait, à partir d'un certain terrt^^ - 
supérieur à V unité, la série serait divergente y car l^' 
termes iraient en augmentant. 
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Remarque IL — Si la limite — ^^ était Tunilé, — ^^* n'étant 

^ Un ^ Un 

pas constamment supérieur à i, on ne pourrait plus rien afïîr- 
merrelativementàla convergence de la série, et il faudrait avoir 

recours à d'autres caractères pour décider si la série proposée 

est convergente ou divergente. 

Remauque III. — Il est facile d'évaluer une limite de l'erreuv 
commise quand, pour calculer la valeur de la série (i), on se 
borne à faire la somme des /i premiers termes. En effet, cette 

erreur est 

^^"/?+i<C^^^/n w„_2<C!a-W;i, . . . , d'après ce que l'on a vu : 
donc l'erreur est moindre que la valeur de la progression 

a u,i -4- a^ Un -t- a^ M,j -h . . . 

ou que 

■ ■ • 

1 — a 

Théorème III. — Si Von a deux séries à termes positifs, 

^^^^e convergente 

'^/ 5 = «0 -!- «1 -f- «2 -f- . . . -f- CLn -~ ^n+i H" • • • 

^^ l'autre 

('•) 6o -H ^1 H- . • . -^bn-\- bn+i -î- . . . , 

^^^'<? que le rapport dun terme précédent -^ soit con- 

t>n 

^tamment inférieur au rapport correspondant — ^^ dans la 
P^^mière, cette dernière est convergente. 

En effet, la série (i) étant convergente, la suivante le sera 

aussi ( « ) : 

On H— — €l\ H ûfo -f- . . . -H — Cln ' — ^n-\-\ ■ • • • • 

( ) Si l'oa éprouvait quelques doutes à cet égard, ils seraient levés par le 

"^orcme II du paragraphe suivant, théorème qui pourrait trouver sa place 

ici. 
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Cette série peut s'écrire ainsi : 

(3) Oo-\-Oo h Oq h... -h6o • • • h . .. . 

Maïs la série (2) peut se mettre sous la forme 

7 , 7 ^1 , 7 ^2 ^1 , . 7 ^« ^«-1 ^t , 

or cetle série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes res- 
pectivement moindres que ceux de la série (3), qui est con- 
vergente; donc la série (2) est elle-même convergente. 

c. Q. F. D. 

Il est facile de déduire de là le théorème précédent. 

Théouème IV. — La série 
/ \ III I I 

(0 7T + 77:-^ïï7:+--- + 



est convergente ou divergente selon que k est plus grand 
ou plus petit que i . 

En effet, supposons d'abord k plus grand que i ; la série 
précédente peut s'écrire, en groupant les termes (ce qui 
n'altère pas la convergence ou la divergence de la série, puis- 
qu'elle a ses termes positifs), de la manière suivante : 



ik-^ ^k-^\'ik-^ ^k)-^'- 



^'^ ' r_i_ —^ _i_i 

Si l'on suppose k^ \, le terme général de la nouvelle série 
est moindre que -^.répété 2" fois, c'est-à-dire moindre que 

— 77— rj les termes de cette série sont donc moindres que ceux 
de la progression géométrique décroissante 

I , I I 

elle est par conséquent convergente. 
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Si au contraire A"<C i, alors la série (a) a ses termes plus 
l grands respectivement que ceux de la série harmonique; elle 
l esl donc divergente dans ce cas. 

Dans la série (i), le rapport d'un terme au précédent est 

de la forme 

I I 




(n -f- i/- nf^ • 



si k est plus grand que i , cette quantité est évidemment 

moindre que -r On peut donc énoncer le théorème sui- 

n — 

vant(<): 

Théorème V. — Si dans une série le rapport dUin terme 
du précédent, ayant pour limite l'unité, peut se mettre 

sous la forme > et si noL tend vers une limite k plus 

grande que i , cette série sera convergente. 

Les règles de convergence que nous venons de donner suf- 
fisenldans la plupart des cas ; nous donnerons dans les exercices 
quelques règles nouvelles, en laissant au lecteur le soin de les 

démontrer. 

Applications, — i° Cherchons si la série 

3 5 , /i2 — I 

5 lo /i^-hi 

est convergente. On a ici, pour l'expression du rapport d'un 
terme au précédent, 

(n -h i)2 — I /i* -1- I 
(n-hi)»-r-i n2— 1 ^' 

pour n = oo ,1a limite de cette expression est x. Donc la 
série est convergente si mod:r < i , divergente si mod^r }> i ; 
^"lin, si mod^ = I, elle est encore divergente, parce que les 

\ ) Raabe et Duhamel Font trouvé à peu près en même temps. 
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modules des termes ont pour limite i et par suite ne tendent 
pas vers zéro. 

2° Cherchons si la sérif» 

I I I 

I H h ,v -i- . . . 



2 6 n2 — n 



est convergente. Le rapport d'un terme au précédent a pour 

expression générale : : > dont la limite est i. 

Cette expression peut s'écrire 



271 

I : ( I ^ 



n^ — n 

271 



En multipliant — ^ par /i, on obtient une quantité dont la 

limite, pour /i r:t= oo , est 2. Donc la série est convergente. 

IV. — Des calculs que l'on peut effectuer sur les séries. 
Théorème I. — Si Von considère les séries conver- 



gentes 



A :=^ ao -h ^1 -!- . . . -^ a,i -!-..., 
B — ^0 -'- ^1 -^ • • • -^ ^rt -T- • • • » 

C -^ Co -r- Cl -h . . . -f- Crt -H . . . , 



1 



/a série ayant pour ternie général 

» If'ii ^^ ^n -'~ ^n - - ^n ^^ • • • 

est convergente et a pour valeur A ± B =h C dz ... 
En effet, on a 



'o -^"0 '^O ^^0 



Si l'on suppose que n augmente indéfiniment, on voit 
u a une limite égale àdzAdzBdiCdz..., ce qi."i.i 



démontre le théorème énoncé. 
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Théorème IL — Si la série 

s = Uq -\r ll\ -f- . • . — r- M/i — • • . 

est convergente et a pour valeur s, 

sera convergente et aura pour valeur as. 
En effet, 

2 (^")=^2 "• 





n 



Donc, si n augmente indéfiniment, \] {au) a une limite 



'0 



égale à a lim^ u on k as, c. q. f. d. 

Théorème III. — aS^ la série 

5 = Mo -^ Wi -^ «2 -T- . . . -+- //« H- . . 

<?5^ convergente et a tous ses termes positifs, si de plus 
a^y ai , . . . , a„, . . . sont des nombres positifs qui ne crois- 
sent pas au delà de toute limite, 

sera convergente. 

En effet, en désignant par A un nombre plus grand que 
«I, «2» • • • 7 cinj " "> cette série a ses termes respectivement 
plus petits que ceux de la série convergente 

A 5 = A Mo -^ A Ml -{- . . . -h A M» -i- . . . , 

(jm est aussi à termes positifs. 

Abel a démontré que le théorème précédent était encore 
vrai pour une série convergente quelconque si les nombres a^, 
<*i^ . . . , ^2, ... allaient constamment en décroissant ; en effet, 
«ans cette hypothèse, en posant 

(0 Mo H- Ml -h . . . -^ Un — Sn, 

« 

^"^ a les relations suivantes : 

Mo= ^0, Ml = 5i — 5o, •••) Ufi-= Sfi — Sii..\^ •••» 



/ 
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et par conséquent, en portant ces valeurs dans l'équation (2), 

'/* = ci-qSo -f- aj (si — So) -^- . . . -4- an(Sfi — 5«_i), 
ce que Ton peut écrire ainsi : 

(3) tfi = (ao — ai) 5o -f- (ai — a2)5i -^ — -4- cinSn' 

Dans cette égalité, les coefficients de 5o, s^, ... sont tous 
positifs, car «o? û^i , • • • vont en décroissant; mais, si 6 désigne 
une moyenne entre les quantités 5o, 5|, . . . , 5,/, on aura 

tn ~^ [(^0 — <^i) -^ (<^i — <^2) -f- . . . -r- a,t] = ao6. 

Or, 72 augmentant indéfiniment, 6 conserve une valeur finie; 
donc tn conservé une valeur finie. Supposons alors 5o, ^i , . . . , 
Sni • • • positifs (s'il n'en était pas ainsi, on augmenterait 
convenablement Uq)\ tn croît, en vertu de l'équation (3), 
avec n, sans devenir infini : il a donc une limite ; par suite, 
la série (2) est convergente. c. q. f. d. 

Théorème IV. — Si les séries 

( I ) s =^ Uq-^ U^-^ Ui '-^- ... -4- W„ -+ . . . , 

(2) t = Vj-{~Vi -r- Çz-"- '" -''Vn-^"' 

SOnt absolument convergentes, c^est-à-dire si la série des 
modules de leurs termes est convergente (p. 20), la série 
dont le terme général est 

est convergente et a pour valeur st, 

1° Supposons d'abord les séries (i) et (2) à termes posi- 
tifs; nous aurons 

V M > ^ = \ ^^ -^UiXV.i^'Ui (P«-i -T- (^«) -f- . . . 



m m 



Considérons maintenant le produit \^ ^51 ^' Le terme 
de ce produit dans lequel la somme des indices est la plus 
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grande est 2 m. Si donc 2 m est moindre que /i -f- i , ou si m 
est le plus grand entier contenu dans — ^^> tous les termes 

de 2. ^ Zu ^^^ trouvent compris dans X *^' ^^ ^i donc 

Or, en vertu de régalité(3), 

Mais, si l'on suppose que m ei n augmentent indéfiniment, 
a^i^et^ ^X ^ tendront tous deux vers 5^. Alors 

sVy qui reste compris constamment entre ces deux pro- 


duits, tendra aussi vers la limite 5^. Le théorème qui nous 
occupe est donc démontré pour le cas où les séries (i) et (2) 
sont à termes positifs. 

2° Supposons que les séries ( i),(2) à termes réels ne perdent 

pas leur convergence quand on rend leurs termes positifs. 

Considérons d'abord les termes des séries ( i ) et (2) en valeur 

absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit 7 (^v a pour li- 
mite zéro, car ^ ^^ Zj ^ c^ X ^^ ont même limite, d'après 

ce que nous venons de voir tout à l'heure. Il en sera encore 
de même aybr^ior/ quand on aura rendu aux termes des séries 
(0 et (2) leurs signes respectifs. Par conséquent, si dans 
légalité (3) nous supposons que n augmente indéfiniment, 
1' vient, en passant aux limites, 

st = lim ^ Wf 

^^ qui démontre que le théorème est encore applicable dans 
le cas où les séries ne perdent pas leur convergence quand 
OD rend leurs termes positifs. 
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3** Considérons enfin le cas où les séries (i) et (2) seraient à 
termes imaginaires. Nous supposerons les séries des modules 
de leurs termes convergentes, et nous poserons en général 

Un =/>/i(cosa„ -h s/— I sina,t), 

Vn = Çn (cOS^n -r- v'— I sinP«)- 

Alors, en vertu de ce que nous avons démontré dans le pre- 
mier cas, la différence 

y py. ^— s ^^ =Pi^'' ^/?2(^/*-i4-^«)-H... 

aura pour limite zéro ; il en sera de même a fortiori de la 
quantité 

/?i(cosai -h / — I sin ai) qn{cos 1,1 -\- / — i sina,,) 

-h (jt72 cos aj -T- /— I sin aj) [^;j_, (cos a,t_i -h /— i sin a«_i ) 

-h çr„(cosa« -h- /— I sina;,)] 
~'~ ■• î 

qui n'est autre chose que Mi i^o-j- ^2 (^«-4 H- <^/i) -f--"« L'é- 
galité (3), en passant aux limites, fournira donc encore 

st^= 2u *^' ^^ ^^ théorème est encore vrai dans ce dernier 
cas. 

V. — Sur un théorème de Cauchy. 

Presque tous les théorèmes que nous avons établis direc- 
tement sur les séries sont la conséquence immédiate du 
théorème suivant de Cauchy : 

Pour quUine série soit convergente, il faut et il suffit que 
la somme des p termes qui suivent le n'^"^^ tende vers zéro 
quand n et p augmentent indéfiniment, quelle que soit la 
manière dont on fait croître ces deux nombres. 

Toute la démonstration que nous allons faire repose sur le 
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sens que Toii attribue à ces mots « quelle que soit la manière 
dont ort fuit croître n et p >>; nous allons Texpliqucr. Soit 

Ui -+- Wj -{-... -4- Un, -T- . . . -4- Ufi+p -r- . . . 

une série; nous avons déjà prouvé que, si l'on appelle s^ la 
somme des n premiers termes, s,i^p — Sn tend vers zéro, 
quel que soit p, quand n augmente indéfiniment si la série 
est convergente; ce qu'il faut prouver, c'est que : 

S'il est possible de trouver des nombres /i et/? tels que, v 
étant supérieur ou égal à /i, ti supérieur ou égal à/?, on ail, 
quels que soient d'ailleurs v et tt, 

e étant une quantité donnée fixe, aussi petite que l'on voudra, 
la série est convergente. 

La formule (i) revient à celle-ci 

désignant une quantité de module moindre que i. Sup- 
posons e<^i;'irpeut être pris assez grand pour que, quel 
que'soit ir', on ait de même 

W désignant une quantité de module moindre que i, tz' peut 
être pris assez grand pour que 

et ainsi de suite. Ajoutons ces formules, nous aurons 

5v+T:+r'-H... — 5^= 0£-^e'£2-hO"£3_i- 

« 

La difierence entre 5v et la somme 5^_^,^,_^ , d'un nombre 
consécutif de termes de la série aussi grand que l'on veut e^t 
donc représentée par une série convergente Os + 6^£- + . . . , 
puisque les modules de ses termes sont moindres que les 
termes de la progression e -f- s- 4- . . . , qui est convergente. 
Cela revient à dire que, en faisant croître l'indice n d'une 
certaine façon, la somme s,i tend vers une limite fixe s. Je 
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I 

dis que, de quelque manière que croisse cet indice, la limite 
sera toujours la même. En effet, supposons n et n' assez 
grands; mod(5,i, — Sn), par hypothèse, peut être rendu moindre 
que s; en d'autres termes, on peut poser 

s III ^^ Sfi -r~ vJî j 

or Sfi a une limite s et l'on peut poser en même temps 
6' ayant un module moindre que i ; donc 

5;i, = 5 -4- 6s H- B' £. 

Sfi. diffère donc de 5 d'aussi près que l'on veut : donc enfin la 
série proposée est convergente. 

VI. — Séries uniformément convergentes. 
Une série 

Ul -+- Ui —h ... -4- Ufi -\- . . . -H U/i-^-p -\- . . . 

dont les différents termes sont fonctions de x^ y^ z, ... est 
dite uniformément convergente entre des limites données de 
ces variables, s'il est possible de prendre n assez grand, 
mais fixe, de telle sorte que, quelles que soient les valeurs 
données à x, y^ z, ... entre les limites en question, on ait 
toujours, quel que soit /^, 

mod \ w/<£, 

£ étant une quantité fixe quelconque et N désignant une 
quantité égale ou supérieure à n. 
La série 

IH- a? -+- a?* H- . . . -f- a?» -4- . . . 

est uniformément convergente pour les valeurs de x dont le 
module est inférieur à a<[i ; car, pour rendre 
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il sufQl de prendre 



/p«-f-i 
mod < £. 

I — X 



On satisfait à cette formule en prenant 



^ - ou /i H- I < — ^ > 



I — a âOffa 



n 



ce qui détermine pour n une valeur indépendante de x. 
Au contraire, la série 

H- a7( Aie-"-* — n -{- 1 c^''-^^^-**) -i- . . . 

est convergente quel que soit x^ puisque la somme de ses n 
preniiers termes est x^"^ — (/i -h i) J:e~^""*"*^*^, qui, pour n = x^ 
a pour limite xe~^ ; mais elle n'est pas uniformément conver- 
gente pour les valeurs de x voisines de zéro, puisque, pour 
satisfaire à la formule 

xe-^ — (/i -h I )xe-^^-^^^-^<, 2, 

il faudrait prendre 

(/i-f-i)e-^'*-»-i^-^>e-^— -, 

X 

et que les valeurs de n susceptibles de satisfaire à cette 
inégalité dépendent de x et croissent quand j; tend vers zéro. 

VII. — Théorème d'Abel. 

Théorème I. — Soient <pi(x), ^^i^)^ • • -, ^n{^)y • • • des 
Jonctions continues de x, pour toutes les valeurs de cette 
variable contenues dans une aire A. Supposons que, pour 
ces valeurs de x^ la série 

<i) F(a7)=cpi(a7)-hcpj(a7)-f-...---o„(x)-f- ... • 

soit uniformément convergente; la valeurF(x)de la série 
sera continue pour toutes les valeurs de x en question. 

En effet, posons 

©«(>) 4- «?«-»-i(^) H- . . . = R(:r.) ; 
L. — Traité d^Analyse^ I. 3 
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on aura 

cl, en donnant à j; un accroissement A, tel que le point x -r- h 
soit, comme x^ à l'intérieur de l'aire de A, 

F(j: -4- A) = <Kj^ -H A) -h R(a: -f- A). 

De ces formules, on tire 

F(ar + A) — F(a7) = i};(ar -f- A) — i^ar) + R(a7 -i- A) — R(a:) ; 

or, la série (i) étant uniformément convergente, on peut, quel 
que soit x^ satisfaire à la formule 

modR(a7)< £ 

au moyen d'une même valeur de n; on aura donc aussi pour 

cette valeur 

modR(ar-î- A)<£ 
et, par suite, 

(2) mo(l[R(:r-+- A) — R(a:)]<a£. 

n ayant été ainsi choisi, on pourra, puisque Çi, Ça, . . . , ç«_i 
sont des fonctions continues en nombre limité et que, par 
suite, leur somme ^{x) est continue, satisfaire à la formule 

(3) mod[4;(ar-hA) — iKar)]<£, 

pour toutes les valeurs de h dont le module sera inférieur à 
une quantité H. En observant que le module d'une somme 
est moindre que la somme des modules de ses parties et en 
ajoutant (2) et (3), on voit que l'on aura, pour toutes les 
valeurs de h suffisamment voisines de zéro, 

mod [1^(37 -H A) — 4^(37) H- R(a7 -{- A) — R(a:)] < 3 £ 
ou 

mod[F(27-H A) — F(:r)]<3£; 

or 3e est, comme e, une quantité aussi petite que l'on veut; 
donc la valeur F(^) de la série (i) est continue. 

Théorème II. — Toute série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x^ telle que 

(i) ao-h «lar-h aiipî-H . . . -{- arta7«-H . . . , 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 35 

dans laquelle a©? «i> «2> • • • sont indépendants dex^ est 
uniformément convergente pour tous les points inté- 
rieurs à un cercle décrit de V origine comme centre ; elle 
est divergente pour tous les points extérieurs. 

Ce cercle, dont le rayon peut être nul ou infini, a été appelé 
par Cauchy le cercle de convergence de la série ; son rayon 
est le rayon de convergence. 

Pour démontrer ce théorème, désignons par p©, pi , p2, • . . , 
p;,, . . . les modules de a^^a^^ «2, . . . ,a/i, . .• et par rie module 
de x\ supposons que, le module de x ayant une valeur R, la 
série (i) soit convergente : je dis qu'elle sera encore conver- 
gente pour tout module r de x^ tel que r^R. 

En effet, la série 



/• 



progression géométrique dont la raison -^ est moindre que i , 

est une série convergente, qui ne perd pas sa convergence 
quand on multiplie ses termes par po, pi R,p2R-5 • . ., nombres 
qui ne croissent pas indéfiniment, puisque ces quantités sont 
les modules des termes de la série (i), convergente par hy- 
pothèse pour une certaine valeur de r, dont le module est 
R. La série 

(a) Po-+-pir-i-p2r*-f- ...-+-p,,/'«-h ... 

est donc convergente; or c'est la série des modules des 
termes de (i) pour r<R; cette série (i) est donc elle-même 
convergente pour r<R. 

On démontrerait de même que, si la série (i) était diver- 
gente pour une valeur R du module r de x, elle serait 
encore divergente pour r>R. Si donc on donne à x des 
modules croissants, il arrivera un moment où la série cessera 
d'être convergente; tous les points intérieurs au cercle du 
rayon R décrit de l'origine comme centre rendront Ja série 
convergente; tous les points extérieurs la rendront diver- 
gente, c. Q. F. D. 
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• 

Je dis maintenant que la série est uniformément conver- 
gente à l'intérieur du cercle de convergence ou, plus exacte- 
ment, à rintérieur d'un cercle de rayon R moindre que le 
rayon de convergence d'une quantité fixe \ aussi petite que 
Ton voudra du reste. 

En effet, on a 

M désignant la plus grande des quantités p/^R", p/z+i R""^' > - • • ? 
qui est finie d'après ce que nous avons déjà observé. Cette 
formule donne successivement 






iti 



pli 

O !•« _:_ Q.. , . »•/*+-! „- -^ M 

Yn' ^^ f^/t-+-l ' ' ' ' ' ^ Un 



r 



1 — 



<M 



K 



On 



aura 



donc 



K / / H — X \ 

'-(-K-J 



si l'on prend 



P/t/-''-^P/t-i-l/-""^*-H 



iM 



/R — X\« I 



La valeur de n que l'on déduit de là est indépendante de 
x\ donc la série est bien uniformément convergente. 

G. Q. F. D. 

Théorème d'Abel. — Toute série ordonnée suivant les 
puissances croissantes de x représente une fonction con- 
tinue de X à V intérieur de son cercle de convergence. 

Une pareille série est, en effet, uniformément convergente 
à l'intérieur de son cercle de convergence. 

Exemples. — i° La série 

I-f- a; -h J7* -T- . . , -h 37'» -h . . . 



a pour rayon de convergence i ; elle représente une fonction 
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continue quand moda:<^ i , et en effet elle est égale à 

I ^^~ 3C 

a° La série 

X x'^ x^ 

I H — 



1 1 . '2 1 . 2 . 3 . . . n ' 

que nous étudierons plus loin, estconvergenle quel que soit jr, 
car le rapport du (/i -{- i) '"»<' terme au précédent est -, qui 

lend vers zéro quand /i croît indéfiniment; le rayon de conver- 
gence est infini et la fonction représentée par la série est 
toujours continue. 
3" La série 

toujours divergente, excepté pour j: = o, a un rayon de con- 
^'crçence nul; elle ne représente rien. 

VIII. — Théorème général sur les séries. 

^'^ sait que deux polynômes entiers en .r, égaux quel que 
^^'^ ^, ont leurs coefficients égaux; on peut généraliser ce 
Inéorème comme il suit : 

^«ÉORÈME. — Si Von a pour toutes les valeurs de x dont 
*^ Module est moindre qu'une quantité finie, ou même seu- 
^^^ent pour les valeurs réelles de x moindres qu^unc 
9mtitéfinie, 

^«' ^1, . ... , èoj 6i? • • • désignant des quantités indépen- 
^^fites de Xy on aura 

do ^ t}Qj di = Oif • • • ? dfi ^ Ùfii • . . • 

^^ effet, si l'on fait x = o dans la formule (i), on 
^'^tive ao= bo] supprimant de part et d'autre a© et 60 j q"i 
sont égaux, et divisant par x, on a 

aj -h «2^ -H û^siF* -H . . . = 61 -{- 6j a? -f- 63 a?' H- . . . . 



'P 
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Cette formule a lieu pour les mêmes valeurs de x que (i), 
excepté peut-être pour x = o] mais, en vertu du théorème 
d'Abel, les deux membres sont fonctions continues de x; 
pour:r = o, elles convergent vers les limites «i et 6|. Donc, 
comme ces deux membres restent toujours égaux, leurs 
limites «i et bt sont égales. Supprimant «< et 6| de part et 
d'autre et divisant par x^ on a 

ai-i- a^x-h . , . = bi -hbzX-\- ... ; 
d'où Ton conclura encore «2= 62? et ainsi de suite. 



IX. — Développement d'une fonction rationnelle en série. 

Commençons par chercher le développement d'une expres- 
sion de la forme -, r— > m désignant un entier positif et a 

et X des quantités quelconques. Si le module de x est plus 
grand que celui de a, on a 

, . \ i a a^ a'* 

(i) = --H — H-— -+-...-h -— - -h 

X — a X x^ x^ ^«-Hi 

En effet, le second membre de cette formule est une pro- 
gression géométrique décroissante dont le premier terme 

est - et la raison -: la limite de la somme de ses termes est 

x X 

1 . I I I 

bien ou 

X a X — a 
I 

X 



(2) 



Cela posé, je dis que l'on a 

I , . I ma /n(/n-+-i) a' 

(x — a)"^ ^ ^ x'^ i x"^^^ 1.2 a7'«+2 

/n(m -hi). . .(/?t -i- /i — i) a'* 

1.2.3... n j?'«-^« -H.- ■ , 

en d'autres termes, la formule du binôme s'applique encore 
au cas où l'exposant est négatif, pourvu que le module de a 
soit moindre que celui de x. Pour démontrer cette for- 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. Sq 

mule (2), nous allons vérifier que, si elle a lieu pour une 
valeur de m, elle aura encore lieu pour la valeur supérieure 
d'une unité, et, comme elle a lieu pour m = i, elle sera géné- 
rale. 

D'abord, je dis que le dernier membre de la formule (2) 
est une série convergente. En effet, l'expression du rapport 
d'un terme au précédent est 

m-h/i — i a /m — i \a 

= ^^ )-> 

n X \ n jx 

pour /i = 00 , cette quantité tend vers -• Si donc mod - <C i 

ou si mod a<mod:c, la série sera convergente. Nous suppo- 
serons donc moda<; modo:; en multipliant le dernier membre 
de la formule (2) par x — «, il devient 

I (m \ ^ [/?t(mH-i) /ni a^ 

[/7i(/n-4-i)...(m-hn — i) m{m-\-\), , \nx-^ n — a)"| a^ 
1.2.3. ../i 1.2. ../i — I J a?"*-'*-* 



OU 



m — I a {m — 1)771 a^ 



xm~ï 1 x'>^-^ 1.2 ^"*-3 

(771 — l)77l...(77l-f-7l 9.) «'* 



1.2. 3... 71 ^m-/t-l 

Cette quantité, par hypothèse, est égale à - — — — 77^37; la 
formule (2) est donc démontrée. 

La jormule du binôme a donc encore lieu pour les 
valeurs entières et négatives de V exposant. 

Cela posé, considérons une fonction rationnelle de .r ; on 
pourra la décomposer en un polynôme entier E(^) et en une 

suite de fractions simples de la forme ; Si donc mod^ 

^ {x — ay"' 

est supérieur à chacune des quantités mod a, les fractions 
z — — — r^ se développeront en série suivant les puissances 

de - et la fonction rationnelle se développera elle-même de 
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celte façon, mais le développement contiendra des termes 
entiers en x si le polynôme E(^) n'est pas nul. 

Si le module de x n'est pas supérieur au module de toutes 
les quantités a, on observera que, si mod^<mod«, on aura 



( — i)"* / I m X nt(m-hi) T- 



(x — ay^ {a — xy» \a"* i a»^-^^ 1,1 a'«-»-* 



...) 



et alors le développement de la fonction rationnelle aura lieu 
en une double série ordonnée suivant les puissances de x 

et de -• 

X 

Enfin, si le module de x est moindre que celui de toutes 
les quantités a, il est clair que la fonction rationnelle sera 
développable suivant les puissances croissantes de x seule- 
ment. 

X. — Séries récurrentes. 

On appelle séries récurrentes des séries ordonnées suivant 
les puissances d'une même variable et telles qu'il existe, à 
partir d'un certain moment, une même relation linéaire entre 
les coefficients des divers termes consécutifs de la série ; cette 
relation^ ou plutôt les coefficients de cette relation, forment 
ce que l'on appelle V échelle de relation de la série. 

Théorème. — Le développement d\ine fraction ration- 
nelle est récurrent. 

En effet, supposons le développement effectué suivant les 
puissances croissantes de la variable; le théorème, s'il est 
vrai dans ce cas, le sera encore dans le cas où le développe- 
ment aurait lieu suivant les puissances décroissantes, car un 
développement qui a lieu suivant les puissances décroissantes 
de la variable x peut être censé avoir lieu suivant les puis- 
sances croissantes de la variable -• 

X 

Considérons la fraction rationnelle ttt—tj dans laquelle 

¥{x) ^ 
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f{x) elF(a?) désignent des polynômes entiers en x\ suppo- 
sons que F(j:) n'ait pas de racines nulles : cela ne nuit en rien 

à la généralité, car py-~ peut se mettre sous la forme suivante : 

E(^) désignant un polynôme entier, si F(a?) contient x en 
facteur; alors ^{x) est de degré supérieur k f^ (x) et ne con- 
tiendra plus X en facteur. 
Soient donc 

V{x) = çTo-h q^x -^. . .-f-^|iir!^, 

et 

(i) v." , = ao-r-aïa'-f-. ..-f-a^ar^-f-. . . , 

Y^f^x) 

les/?, les q et les a désignant des constantes. Si x est assez 
petit, la série (i), d'après ce que Ton a vu, sera convergente 

et l'on pourra obtenir ao?«n ••• soit par la méthode des coef- 
ficients indéterminés, soit par la division, dont les règles ont 
été précisément établies par la méthode des coefficients indé- 
terminés. 

Nous emploierons la méthode des coefficients indéterminés 
et, chassant le dénominateur dans (i), puis remplaçant F (.r) 
et/(x) par leurs expressions, nous aurons 



(2) \(Po-^Pi^-^'"-^P\i-i^^-^) 

' =(go-^ Çiix:-\- ,..-\- qnxV- 



Effectuons le produit indiqué et égalons de part et d'autre 
les coefficients de x^^ x, ^r-, x^^ .... nous aurons 



i>0 


= ^o«o 




Pi 


= ^0«1 ^ 


\-q\aii 


Pi 


= ^0«2-i 


r-qiai 



qzao, 



• 1 
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Ces formules déterminent successivement ^0,^1,^2, ... ; la 
formule (3) est réchelle de relation. On voit que, si/i>[jL — i, 
cette formule est une relation linéaire et homogène entre les 
coefficients de [x -|- 1 termes consécutifs de la série. 

Réciproquement, si la relation (3) a lieu entre les termes 

de la série 

«0-1- «1 J7 +. . . -f- a,i a?" -h- . . ., 

supposée convergente, celle-ci est le développement d'une 
fonction rationnelle. En effet, l'équation (3) peut s'écrire 

2i a„ a:« -h -^i- a„_, ^«-1 n- . . . -1- -^ an-iiX^'-V- = o ; 

on a de même 



En ajoutant toutes ces formules, on a 



ao 



â?» ^ a7«-i ^ x'*-\^ ^ 



n — i n— 11 



ou 






/t 



on en conclut 



~" ;^^ (^«^" ^" «/t-i^'^-O — . . . = o; 






P et Q désignant deux fonctions rationnelles de oc. Donc : 

Théobème II. — Toute série récurrente est le développe- 
ment d^ une fonction rationnelle de x. 
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XI. — Théorème d'Eisenstein. 



oient aij des enliers; posons 

Xi = «10 -4- a\iX -+- aifX^ -h. . .-i- ai^xV-, 



upposons que l'inconnue j^ de l'équation 

y^X,n -+-7'«-iX,„_, + . . .+7X,4- Xo = o 
développable en série de la forme 

lura 

7* = bio-h b%iX-\- biix'^ -\- . . , -^ biiXi-\-, . ., 
j3 — èjQ^-èai^r-h 632rr2-4-.. .-h 63/37/+..., 

\ j 

leurs 

bu = biobu -^biibii-i -h. ..-f- 61/610, 

63/ = 610 62/-+- 6ii62/_i -4-. . .-f- 61/620, 



i èy/ = 610 6y_i/ -+-... H- 61/ 6y_io, 

valeurs (i) dey,y^, . . . étant portées dans l'équation (i), 
î-ci doit être satisfaite identiquement. Ainsi, quel que 

mO-^^ml^-^' • • )(6m0-+- 6,„ia7-f-. . . ) 

H-(«m-10-+- «//i-Il^-+-- • .)(6//i-io+ bfn-ii^-h-> . ) + . . . 

-1- «00 -h aotx-h. , .= o: 
[oit donc avoir 

«mo6//to-4- <^/n-lo6/n— 10 + . . .-4- «00= O, 
(<^/no6ml-+- Ctffi-l b,no)-h. . .-h «oi = O, 



( ^mO 6/w(A -+-... + Ûf/n ji 6,,,o ) + ...+ OojjL = O. 
( a/;i 06m (14-1 + • • •"+■ <^m\i.bfni) -}-. . .-h O = O, 
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En vertu des équation s (3), 62/ sera fonction de 6|o, 6n, ... 
l)\i et ne contiendra pas 6i,f.fo ^1,1+15 • • • " donc 63/ sera fonc- 
tion des mêmes quantités et ne contiendra pas non plus b^^i^u 

^l,/+2î • • • • 

Les [i. équations (4) pourront donc servir à calculer 
6ii, 6i2, .... 6|(i. Je suppose que ces nombres soient ration- 
nels, ainsi que 6,0, que Ton peut calculer directement : c'est 
la valeur de j^ pour x = o. 

La première équation (5) fournira èifi+i \ le coefficient de 
cette quantité ne pourra provenir que des termes 

(6) ^/wO^/;/,{A+l -^ ^///-lO^/// l,jX-4-l -^' • •^-^^lO^LlA-f-l- 

Or, en n'écrivant dans b^ , p^_i , b-y, (j^-j , • . • que les termes con- 
tenant 6|,{j4.i, on a, en vertu de (3), 

^i,(jL-i-i = ib^Q ^i.|n-i H- . • . , 

^3.;Jl-»-i = (^^^10 -+- ^2o)^i.(i-f-i -4-. . .= 3^îo^J.p^H-t"^- • •» 

En portant ces valeurs dans (6), on voit que cette expres- 
sion sera de la forme 

P désignant un polj'nôme entier en 6io à coefficients entiers 
et indépendant du nombre [x. Il résulte de là que 6| ,jj^_i sera de 
la forme 

f{b\\* ^12» .-M^iix) 

on aura de même 

f{b\^^ b\^^ . . . , Oi.in-i) 



^l,|J.-4-l — 



*..! 



UL-J-Î 



/désignant une fonction entière à coefficients entiers. Les 
seuls facteurs premiers qui pourront entrer en dénominateur 
dans b^j où A->[x, sont faciles à déterminer. P est un poly- 
nôme en 6,0 du degré m\ en multipliant donc par la puis- 
sance m*^°*® du dénominateur de 6,0, on pourra mettre èi,ti+« 

sous la forme 

¥{bxu 612, .. ., ^ijx) 
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R désignant un entier et F une fonction entière à coefficients 
entiers, 6i,{i+2 sera de la forme 



^l.(AH-2 = 



U 



Supposons bi2f bi^y ... réduits à leur plus simple expres- 
sion; les seuls facteurs premiers qui entrent dans le déno- 
minateur de 6|^jjL+i seront ceux qui entrent dans les dénomi- 
nateurs de è|2, èi3, ... (que nous supposerons réduits à leur 
plus simple expression) et dans R, il en sera de même debi^^2y 
6|,P4-3. On a donc le théorème suivant : 

Si l'on considère une série 

60 H- 61 X -1- 62 a:*^ H- ... -h ^/iO:^'* H- ... , 

dans laquelle bo^b^jbn^ .. . sont des fractions réduites à leur 
plus simple expression, elle ne pourra pas être le dévelop- 
pement d'une raciney d'une équation algébrique en x et y 
à coefficients entiers si les dénominateurs de 60 > ^m i>n^ ••• 
ne contiennent pas un nombre limité de facteurs premiers. 

Ce beau théorème mettra en évidence le caractère trans- 
cendant d'une foule de fonctions. 

XII. — Développements en série de e^^ sin x et cos x. 

Cherchons la limite de ( i H — -\ quand m croît indéfini- 
ment en passant par des valeurs entières; la connaissance de 
cette limite nous sera utile dans un très grand nombre de cir- 
constances. On a 






X inini — \) X' 

m 1 ^^ 7^-- •. 

ni I . '2 ni^ 

m{m — i) , , ,( m — /i -h i) x'^ 
1.2.3.../1 m'* 



ou 



/ x\'n 3C \\ X 

(iH ) =H h I 1 — 

\ m / I \ mj \ . 

-(-i)(-„î)- (- 



x^ 
1 



^^) \ / iX/ o\' / ^ — l\ x"- 



ni J i ,'i.'i. , . n 
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or OQ sait que, a, ^, v, . . . étant positifs, et tels que 
a + P + Y + ...<^i,ona 

on peut donc écrire 

(I _a)(i — ?) ...= i_e(a-4-3-H...), 

8 désignant un nombre compris entre o et i . Prenons a = -i 

fi= — ,Y= — > •••- nous aurons 

-I) 



\ m/ \ mj \ m I am 



> 



8,i_i étant un nombre compris entre o et i ; la formule (i) 
s'écrira alors 



( 



a? \ "* X x^ x'"^ 

IH ) = I ^- - 



m J I i,'i I . '2 . 3 . . . /7i 

— i-h-02 + ...H 0;j _,-+-... H 2i-i- 

i/nL I 1.2.3. ..n 1.2. ../7i — aj 



La suite écrite sur la première ligne tend vers la valeur 
de la série convergente 



X x^ x** 



K'X) 5 = I H 



I 1.2 1.2.3. ../l 

quand m augmente indéfiniment. La suite écrite entre crochets 
a un module inférieur à la valeur de la série convergente 

1 H 1 h.. .H h..., 

I 1.2 1 . 2 . . . /l 

x'^ 
oii r est le module de x\ d'ailleurs — tend vers zéro. On a 

'xm 

donc 

lim \\-\ ) =5, 

en particulier, 

(I N'" 
mJ 
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n appelant e la valeur de la série convergente 

i i I 

I 1.2 1.2.3. ../l 

[ue l'on trouve égale à 2, 7 1828 1828459045.. . . 

Je dis que ( i H j a encore pour limite e quand m croît 

fen passant par des valeurs quelconques. En effet, soient n 
et rt -f- I deux entiers comprenant m supposé positif; on a 

(-r'>(-ir>(-^)"- 

On peut écrire cette formule ainsi : 

(- ^)"(- i) > (-sr>(- .-i^n (- ;r^) ^ 

les membres extrêmes ont pour limite e quand /;i =: 00 ; donc 

1 1 H ] a aussi pour limite e, 

L Enfin, en appelant m un nombre négatif, il est facile de 

'voir que la limite de ( 1 H j est encore e quand m croît 

indéfiniment. En effet, posons m = — /i, nous aurons 

lim ( IH ) = lim (1 ) = lim ( ) 

y V m/ \ n] \n — \l 

= lim ( I H ) = lim ( i H ) ( 1 -i ) = ^• 

\ n — 1/ \ n — 1/ \ n — 1/ 

1 

On a, en supposant x réel, 

,= lim(. + j)"'=lim[(.H-|^yj ; 

or rien n'empêche de poser — = -; a croîtra indéfiniment 
avec m et l'on aura 
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Ainsi on a, en vertu de (2), 

X x^ x^ 

(3) e^= \-\ 1 h. ..H 7, h 

I I . '2 \ ,'1,5, , .n 

Supposons maintenant x imaginaire et remplaçons-le 
par X -\-y\/ — I î on aura, en vertu de (2), 

\ m J I i,'j. 

Calculons le premier membre ; cherchons d'abord son module : 



m 

imx -\- x^-\-'y^^K 2 



= Iim( 

= '-[0^ ^rr— ) ^J 

ou, en désignant ^ =— par a, 



m 



tj-v« 



2 m 



îm.r + jr* + y* 



//2 



Cherchons maintenant son argument; l'argument de 

X -\-y J — 1 



I + 



m 



est compris entre son sinus et sa tangente, c'est-à-dire entre 



m m 
et ; 

X 

I ^ — 

m 



\ \ m] m^ 

l'argument de ( i -i — ) ^ m fois plus grand, sera 

compris entre 



/( 



y Y 

•^ et — - — > 



a7\« y^ X 
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qui tendent tous deux vers j^ pour /n = oo . On a donc 



liml I -H — ) = g^(cos/-4-v/— isinj), 



c'est-à-dire, en vertu de (4), 



~T~ • • • ) 
I .'1 



en particulier, si Ton prend x = o^ 



/ — . y/ — I r' y^^ — i 

-^ '^ I 1.2 1.2.3 



et, en égalant les parties réelles et les coefficients de \/ — i, 
C0S7 = I — -^^ 1 '^-^—. i , r ' -<-•••. 

•^ 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.0.3 

sinr = ' ^ T H •.. . . — 

*^ I 1.2.3 1.2.3.4.3 

Ces formules, toujours convergentes, donnent les développe- 
ments de cos^ et sinjK en série. 



XIII. — Généralisation de la fonction exponentielle 
et des fonctions circulaires. 



La fonction définie par la série toujours convergente 

X X^ X" 

(«) '+T 



I 1.2 1 . 2 . 3 . . . /i 



est égale à e^ quand x est réel; il est tout naturel de la 
représenter par le symbole e^ quand x est imaginaire : c'est 
ce que nous ferons; nous aurons alors, en changeant x 

en X +yyj'-'iy 



I 1 .2 

L. — Traité d'Analyse, I. 4 
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si Ton compare celte formule avec la formule (3) du para- 
graphe précédent, on voit que 

(2) gor+rv'-i = ^x^cos^H-/— isinj^): 

de celte formule on peut déduire toutes les propriétés des 
exponentielles : ainsi, par exemple, on a 

Qx->ry^r^\ex'-¥y'>l~\ = ga:(cos7 -h/^sin7)g^'(cosy-+-/^ siny) 

= e-*-^-*' cos (j^ -+-J^'-+- / — \ sin^ '^y'\ 

c'est-à-dire, quels que soient <z et 3', 
On aurait de même 

Les formules démontrées au paragraphe précédent, pour 
le cas où a: est réel, 

(a) cosa7 = i h 



• 4 

(3) 811137 = a? H 7-7-7 — . • • , 

^' 1.2.3 1.2.3.4.3 

et qui sont toujours convergentes, peuvent également servir 
à définir cosa; et sina? quand x est imaginaire. Multi- 
plions (3) par y/ — i et ajoutons avec (2) : nous aurons 

/ . X s/ — I x^ x^ J I 

coso? -4- ^ — I sina? = n — h . . . , 

1 1.2 1.2.3 

c'est-à-dire, en vertu de (i), 

cosrr -I- \J — I sin a? = e**^. 
En changeant ^ en — a?, on a 

cosa? — / — I sino? = e-*''-*; 
d'où l'on tire 

cosa? = 9 sina: = 7= ' 

^ 2 / — I . 
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formules importantes et qu'il faut retenir. Ces formules 
pourraient servir de définition aux fonctions coso: et sinj;, 
quel que soit x; il est facile d'en déduire la formule 
d'addition des arcs : ainsi 

cosfar-i- y) = 

^ ex>/^i _^ e-x^^i ey^^-h e-y^^ 
1 1 



2 / — I 2 y/ — I 

= cos^ cos^ — sin x ûny. 

On démontrerait de même les formules 

sin(j? -^y) = sina? cos^ -h sin j' cos^, 
sin*j7-t- cos'a? = i, 

qui se trouvent établies même pour les valeurs imaginaires 
de ^ etj^. 

La fonction a-^, peu usitée, se définira par le moyen de 
l'équation 

La fonction tang^ se définira par cette autre formule 

sin^ 

tanga; = : 

° cos^ 

cotj:, coséc^ se définiront au moyen des relations 

I ,1,1 

cot^ = > coseca7=-; — > seco: = 



tang^ sm^ cosj? 



XIV. — Origine purement analytique des sinus et des cosinus. 

Comme plus haut, prenons pour définition de la fonc- 
tion e^ la formule suivante, vraie pour les valeurs réelles de x, 

X x^ X''^ 

e-^ = H 1 h... H r 

I 1.2 ni 
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alors on aura 

er = I -H -^ -H :L 1_ . . . 4- /-_ + . . . ; 

1 1.2 ni 

on en déduirait par multiplication 



I 



[X^ j»»— 1 y X^~^ V' 1 



ou 



e'ey = I H ^ -h . . . 

I 



I r ^ . ^^^ — î) . . 1 

nî L I 1.2 *^ J 






ou 



ou enfin 



n\ 



La fonction e*, définie comme on vient de le dire, i° e 
continue en vertu du théorème d'Abel; a° elle jouit de l 
propriété 

(i) e^ey = e^-^y, 

et en général de toutes les propriétés de la fonction expo ^ 
nentielle réelle que Von peut en déduire. 

Avec la fonction e^ on peut former les fonctions composées 

ga:_j_ Q—x qx Q—x fX v'— i _l_ p—x^~-\ gxV^ f>—xy/~ 

— , , , . 

2 2 2 2 

Nous connaissons les deux dernières; si elles nous étaient 
inconnues, on pourrait les appeler sino: et cos^r ; sin^ et cosir 
sont ainsi définis d'une façon purement analytique : les deux 
premières fonctions sont ce que Ton appelle le cosinus et 
le sinus hyperboliques de x. Nous poserons donc 

(2) cosha7= , sinli;r= , 

2 2 

(ô) cosa; = j sin^= ; 

2 2v/ — 1 
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on en déduit immédiatement 

cos h ^ = cos X / — I , sinha? = — i^ sin^V' — *» 

/— I 

cos h a" -H sin h J? = «*, 

cosa; -\-^ — I sin^ = e^*^-*, 

x'^ x^ 

cos h 07 = I H 1 T— 7 +. • • , 

2 I.2.i.4 

sinh;r = 37-1- — r + -r-r -f-. . . , 

o : 5 : 

cos J7 =1 r -H TT — • • • I 

2 ! 4 ' 

_ x^ x^ 

o : D : 

Des formules (3) on tire, comme on l'a déjà vu, 

C0S2;27 H- sin'a7 = I, 

cos(a7 -\-y) = cosa7 cosj^ — sina? sinj^, 
sin(a7-i-j') = sinrr cosj^ -h sinj' cosir. 

Des formules (2) on déduirait de même 

cos^ h ^ — sin* h a? = 1 , 
cosh(j7 -Hjk) = coshiccosh^ -\- sinha7sinlijK, 
sinh(a7 -4-^) = sinhiccoshj' — sinhj^ cosha:*, 

et ces nouvelles fonctions sont continues par rapport à x, 

sinâ? ^ sinho? , i* • 11 

et — ï— sont les tanerenles ordinaires et hyperbo- 

cosa7 cosha? ^ '^*- 

liques de x\ les inverses du sinus, du cosinus, de la tangente 
sont ce que Ton appelle la cosécante^ la sécante et la co tan- 
gente. : 



La formule 



x^ x^ 

COSiP = 1 h — r 

1.2 4 • 



lorsque x est réel, peut se mettre sous la forme 

,,. x^ 6a7* 

(4) cosa? = i i 5-7, 

1.2 1.2.3.4 
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8 désignant un nombre inférieur à i puisque, en posant 



cosar = 1 > 

2 



l'erreur est moindre que ^-r; mais cela suppose les termes 

de la série décroissants à partir de r— ;; il suffit pour rem- 
plir cette condition que ^ soit inférieur ou égal à a; or, pour 
:r =: 2, la formule (4) donne 



cosa7= I — 2 -}- 6 — 

24 



cos^r est donc négatif pour x = 2; pour j:: = o, il est positif : 
donc, entre o et 2, l'équation cosa? = o a une racine au 

moins. Soit - la plus petite racine positive de cosx = o; on 



aura 



7: 7: 
cos- = cos = o. 

2 2 



On a ensuite, en vertu de la relation cos^j:? -|- sin^j:: = i, 



.11 • / '^\ 
;in-— ±1, sin I )=ipi; 

2 \ 2/ ^ 



mais, de j; = o à ^=: -> cosj:? reste positif; sina;, d'abord 

positif, ne saurait passer par zéro, puisque sin^ x + cos^^t = i , 
et par suite ne saurait changer de signe : donc 



sin— ==4-i, sin = — I. 

2 2 



Il est facile de prouver que sinj; et cosx ont pour /?e- 
riode 2 7r, c'est-à-dire que 

cos (2 71 -4- a?) = cos 37, sin(2x-i- rr) = sina^. 

« 

On a en effet 

cos(iCH-^)= cosa^cos/ — sin a? sin/; 

donc, faisant j>' = - > 



cos \ X -\~ - \ = — sina™; 
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on aurait d^une façon analogue 



sin f a: H 1 = coso? ; 



cosi 



donc, en changeant x en x -^^ —t 

{x -t- x) = — sin lx-\ J = — cosar, 

sin(^ H- ir) = — s\nx\ 

changeant a? en ;r H- tc, on a 

cos(a7 4- 271) = cosrr, 
sin(ic+ 271) = smx. 

Le nombre tc reste à calculer; on verra plus loin comment 
on peut le développer en série. 

Nous retrouvons ainsi toute la Trigonométrie, en la généra- 
lisant, et nous voyons, ce qui est important, que les fonctions 
circulaires ont une origine purement analytique qui rend 
leur théorie indépendante du postulatum d'Euclide et des 
autres postulata de la Géométrie. 



XV. — Des logarithmes en général. 

Toute imaginaire peut être mise sous la forme 

/-(cosO -i-/^i sinô), 



r désignant le module et l'argument ; mais cos -h y/ — i sin 8 
est égal à e^^^ : donc toute imaginaire peut se mettre aussi 
sous la forme 

et même sous la forme 

On voit donc qu'il existe un nombre u = logr + \/ — i tel 
que e" soit un nombre donné, r(cosO +y/ — i sinO) ; ce 
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nombre u est ce que nous appellerons le logarithme de 

/-(cosô +/ — I sin6). 

Ainsi le logarithme d'une imaginaire est V imaginaire 
quHl faut prendre pour exposant de e pour reproduire 
V imaginaire donnée. 

Le logarithme de l'imaginaire r(cos8+y/ — i sin8) étant 

iogr -f- 8 y/ — I , on peut dire que : 

Le logarithme d'une imaginaire est égal au loga-* 
rithme de son module, augmenté de son argument mul- 
tiplié par y/ — i . 

Ce logarithme a donc une infinité de valeurs, puisque 
l'argument est lui-même susceptible d'une infinité de valeurs. 

Par exemple, le logarithme de la quantité réelle et positive 
r, dont l'argument est 2A*7c, sera 

log/'-+- ikiz^ — I, 

logr désignant le logarithme ordinaire de r. 

logi = 2^:11 v/ — I, log — 1 =(2X:-H i)7r/ — i, 
log /— I = '■ — Try^— 1, .... 

Quel que soit a, on définit a^ par l'équation 

a^ — gxiogrtj 
il est clair alors que l'on a 

On n'a pas éprouvé jusqu'ici le besoin de définir les loga- 
rithmes imaginaires dans une autre base que e. 

Il va sans dire que l'on a, comme dans le cas où x et ^ sont 

réels, 

log^ -f- logj = log(a7 H-j), 

loga? — log7 = Iog-, 
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formules découlant de 



XVI. — Fonctions circnlaires et hyperboliques inverses. 

Les fonctions inverses de sinj?, sînlijr, cos^, cosIij:', ... 
a«ont désignées par arc sinx, arcsinh j;, arccosj;, arccoshx,.... 
pCes fonctions inverses peuvent toutes s'exprimer au moyen 
r^es logarithmes; par exemple, si l'on fait 






arc smiT = w, 



on en tire 



.wv— 1 ^-u\-l 



X = sin u = 



OU 



2v/ — I 



d'où 



et, par suite, 



,U>/-i z=:X^' — l ±1 ^ l — X^ 



U = ——=. log(ar/— I ± / I — x2), 

ce qui peut encore s'écrire 

M= - =log (irit/a:*— i) -+- 

/ — I ^ 

On trouve ainsi les formules suivantes : 



ir. 



arc sma: = 



arc cos x = 



I , / , /— z \ 4^ -M 

-— = log (iT iiz y x^ — I ; H 71, 

/ — I ^ 

--;=l0g(ar±/^2— l), 

V/— I 



_ log L 



2 v/ — I 1 ^/ — i 2 v/— -I 

log {x dt ^ i -h x^) J 



arc tang j; : 

arc sin h x 
arc cos h a: = log(x±^ x^ — i); 
arc tang h :r 



I , i-\-ix\/ — 1 
log 



1 , I -+-X 
- lOff 

2 ^ l—X 
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XVII. — Digression snr la nature des exponentielles. 

Le théorème d'Eisenstein, démontré page 43, montre quet 
sino:, cosorne peuvent être racines d'une équation algébri( 
de la forme /{oc^y) = o, / désignant un polynôme à cœi 
cients entiers : ce sont donc bien des fonctions transcendant 
et il en est alors de même des fonctions tang^r, arcsin^ 
sinh^r, ..., car les fonctions e^j sin^r, cos^, dévelop] 
suivant les puissances de x, se composent de termes doi 
les coefiicients sont des fractions irréductibles qui contie 
nent en dénominateur une infinité de nombres premiers. 

Il ne faudrait pas conclure de là que e^ ne peut pas être 
nombre rationnel pour des valeurs particulières de x, Noi 
verrons plus tard que ^, quand x est entier, et que tî, ii' 
sauraient être commensurables ; pour le moment, bornoi 
nous à démontrer l'incommensurabilité de e. On a 



e =1 



1 .2.3. . . m 



si e était commensurable, on pourrait le supposer égal à uni 
fraction - ayant ses deux termes /?, q entiers et premiers' 
entre eux; on en conclurait 

P 



1 



9 I 



I .2.3. . . q 



et, en multipliant par 1.2...^, 



1.2.3(5^ — I )/> = !. 2.3... gr-i... 4- i-h 



» » 



ce qui peut s écrire 



q-\-l ■ (gr-f-iX^H-a) 



E = 



q-^\ {q^i){q^'i) 



E désignant un entier; or je vais prouver que le second 
membre de cette formule est moindre que i . Cette formule 
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5Ta donc absurde et e ne pourra pas aflecler la forme - : 
sera donc incommensurable. On a en effet 



r-+-i ' (^-^')(5'-^a) "(q-^i) (^-J-O* (^-^i)' 

-< -• C.Q. F. D. 

On prouve d'une façon analogue que e ne peut être racine 
l'une équation du second degré à coefficients entiers. 



XVni. — Quelques théorèmes concernant les séries doubles. 

On appelle séries doubles une suite indéfinie de termes 
^e Ton peut supposer rangés de la façon suivante. 

A chacune de ces quantités attribuons deux indices, en 
sorte que l'une quelconque d'entre elles puisse être repré- 
sentée par Uij : on pourra alors regarder i et y comme deux 
coordonnées et l'on supposera la quantité iiij écrite sur le 
point du plan avant pour coordonnées les nombres entiers 
i et y. 

Une série double 



MiO "+" Wji -+- I/jj -T- . . . -i- Uin -4- . . . 

:•) 

\ 



est dite convergente lorsque, ayant décrit un contour quel- 
conque coupant l'axe des x et l'axe des y^ la somme des 
termes de la série contenue à l'intérieur de ce contour tend 
vers une limite déterminée toujours la même, quelle que 
soit la manière dont le contour se déforme, lorsque ce con- 
tour s'éloigne indéfiniment de l'origine. Cette limite est la 
valeur de la série. 
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Tbéouème I. — Pour que la série (i) soit convergi 
il faut que Uij tende vers zéro quand i etj croissent £n 
Jiniment. 

Théorème II. — Si une série double à termes pot 
est com^ergente, toute série à termes égaux ou plus 
respectivement et positif s est convergente aussi. 

Théorème III. — Si aij désigne le module de uij eisi\ 
série dont le terme général est aij est convergente, cel 
dont le terme général est Uij est convergente aussi. 

Théorème IV. — Une série double à termes positifs 
change pas de valeur quand on intervertit V ordre de 
termes. 

Théorème V. — // en est de même pour une série qi 
conque y lorsque la série des modules de ses termes est coi 
ver g ente. 

Théorème VI. — La série double dont le terme généi 
est x"^y"j X et y désignant des nombres moindres que i| 
ou dont le module est moindre que i, est convergente* 

.1 
En effet, si Ton fait la somme des termes contenus dans un- 
rectangle contenant m termes dans une rangée horizontale 
et n termes dans une rangée verticale, on trouve 

yfl—l ^m 
I — X 

yti xni 





I 




-i- 


1 


y 


I 




X 


— X 


ou 




\ 









yfl-l 

\- 

I — X 


I — X I — X 


ytl 


xm . 



quand met n croissent indéfiniment, cette somme se réduit; 

— — zi~" ^^ ^ ^^y ^^^^ positifs, la somme en question ; 

toujours même limite, quel que soit le contour dans leque 
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emprisonne les termes de la série; donc la limile est la 
bne quand x et y sont imaginaires. 

Théorème VII. — Si la somme des termes d^une série 
^uble tend vers une limite déterminée, les termes pris 
^BUis la somme étant contenus dans un contour c qui 
wandit indéfiniment en tout sens, en suivant une loi 
^éterminée^ la série sera convergente pourvu qu'elle soif 
%rUermes positifs. 

En effet, la somme des termes contenus dans un contour 
' différent de c peut toujours être supposée contenue dans un 
lN>iitour c suffisamment grand. Soient 5 la somme des termes 
lidialifs au contour c, 5' la somme des termes relatifs au con- 
WDur c' : on aura 5' < 5; or s, par hypothèse, a une limite S : 
IfloDc 5' < S ; donc s' croissant avec c' a une limite S' ^ S ; on 
^Herrait de même que S ^ S' ; donc S = S'. c. q. f. d. 

11 résulte des théories précédentes que, pour évaluer la 
Valeur d'une série double telle que (i), on peut la consi- 
:Jérer comme la limite de la somme des termes contenus 
«-■dans un rectangle dont la hauteur serait infinie et dont la 
tase irait en croissant indéfiniment, ou dont la base serait 
d'abord infinie et dont la hauteur irait en croissant indéfini- 
ment (en appelant base la dimension horizontale et hau- 
teur la dimension verticale). Ainsi la valeur de la série (i) 
supposée convergente peut s'écrire à volonté 



2) "«>'*-^ 2 "''* "^ ^ 



n =00 n =:» n=r« 

Uiri 

n = n= 1) n = 

m = 00 ;/} = ao m = 00 

-V- 



m = m = /« = 
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XIX. — Application destinée à faire comprendre l'utilité de la 

théorie des séries doubles. 



En évaluant la série double convergente 

a* a' a'* 



1.2 1.2.3 ni 



I • • • I ■ I • • • 



a* 



^ -H ^ -i-...-4--^ 



• • T t T • • • 



(0 / 



•2! /i! 



de deux manières, on trouve l'identité 

(2) 1 a ï a* I a'» 

I = 1 T-i-...H 

^ i — a I . '2 I -- a2 1 . 2 ... /i I — a'* 



• I 



Pourquoi la série (1) est-elle convergente? Pourquoi la 
formule (a) a-t-elle lieu? Son premier membre est-il conver- 
gent? Voici la réponse à ces questions : 

i** Le second membre de (2) est convergent, parce que le 
rapport d'un terme au précédent a pour limite zéro; a° la 
série double (2) est convergente, parce que la série formée 
par les modules de ses termes est convergente; et, en effet, 
les termes réduits à leurs modules forment une série conver- 
gente, puisqu'on peut trouver une limite à la somme des 
termes compris dans des contours rectangulaires ; 3° la série 
(i) étant convergente, on peut la sommer en prenant les 
termes compris dans des rectangles de bases infinies, ce qui 
fournit le premier membre de (2). 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 63 



EXERCICES ET NOTES. 

1. La série Uq-t- Ui-^- .. . -h Un-\- * . . est convergente lorsque la 

Lmite de (modi/'^)^ est moindre que i quand n croit indéfinimentf 
^ quand cette quantité reste constamment moindre qu'une quantité 
Lsie moindre que i. (Voir une démonstration de ce théorème 
a. XIII, §V.) 

2. Supposons que, dans la série Uq -h Ui -{-... -r- u^ on ait 

u„^i rî'^ ■+- A n)-^ -f- B /i*^-«h- . . . 
Un n^ -f- an^-^ -+- bn)—^ -+- . . . 

■i la première des quantités A — a, B — 6, ... qui ne s'annule pas 
Sst positive, la série est divergente; la série est convergente ou diver- 
^nte suivant que A — a+ i est négatif ou positif. (Gàlss. ) 

3. La série Mo + mi -+- . . . -h W/t -i- . . . est convergente ou divergente 
•aivant que l'on a 

I log — 

1* M/t 
im —. > ou < I. 

log/t 

4. La série 



:2 log'2 3 logS ' 7iiog/i 
it divergente. 

ï S. Si To, 7*1, /*2, . . . sont des nombres indéfiniment décroissants 
[et 6 un arc qui ne soit pas multiple de tc, les séries 

/•o-h T*! cos6 -H r% COS26 -I-.. .4- /-/jcos/iô -^. . . , 
Ti sin6 -H T-j sin26 -^. . .-h /*„ sin/i6 — . . . 

•ont convergentes. ( Bjorling. ) 

I 6. tty bj c, ... désignant les nombres premiers impairs, on a 



1 — X ^ I — a?» jU^ I — x*^^ jU^ I — 



+ ... 



= a? -H ar* -H a?* -h 478 4- ... . ( Catalan. ) 

7. Si m est entier et positif, on a 

mP mP{mP — i) mP(mP — i)(mP—i) _ 

I ■ — — -4- — — — -H • • • — O. 

IP lP2'^ ïP.^P.^P 
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Quand m n'est pas entier, le premier membre est une série 
demande les conditions de convergence. 

8. Etudier les conditions de convergence de la série 

m m(m — i) . m(m — i)(m — 2) , 

1 1.2 1. 2. 3 

9. Calculer à — - près la valeur de la série 

10^ ■ 

« 

III 1 

10. On a 









ï 
1 .2 


-H 


I 

2.3 


-H 
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• • 1 






I 


H 

2. 


I 
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2.3 


3. 


4. 
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éné 


raliser. 














10. 


. La 


série 


















ï 






1 





n{n -H I ) 
1 



-h ... = I, 



/l(/l -H l)(/l -t-2; 



/1.2 >/'! . 3 ^n ( /i -h 1 ) 

est-elle convergente? 



11. La série double 



1 I I 

H : -+- 



2* 2.3 2.4 

I I I 

4 



3.2 "^ 32 "^ 3.^ 



I I I 

4"^. "^ 4T3 "^ 4^' 



dont le terme général est > est diverjjrente. 

° m . n ° 

12. La série double dont le terme général est — est cor 
sa valeur est égale à -( son premier terme étant — ) • 
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THÉORIE DES DÉRIVÉES. 



« I. — Définition de la dérivée. 

Quand une fonction /(^) est continue, raccroissementque 

prend celte fonction f[x-\-h) — /(^) est infiniment petit 

3vec l'accroissement correspondant h de sa variable, et en 

général^ comme nous le verrons, la limite du rapport de ces 

deux accroissements infiniment petits est fini. On lui donne 

le nom de dérivée de la fonction f{x). 

j Ainsi la dérivée d'une fonction /(a:) est la limite du rapport 

■ de l'accroissement que prend la fonction à l'accroissement 

i correspondant de la variable quand ce dernier tend vers zéro. 

La dérivée d'une fonction de x^ f{x)^ est en général une 

\ 8utre fonction de ^, que l'on désigne pas /'(j;). Quand une 

'.fonction de x est représentée par une seule lettre j', sa dc- 

"véeest représentée par y' , 

Il est difficile, peut-être impossible, de prouver que toute 
l^onction continue admel une dérivée; quoi qu'il en soit, 
nous admeltrons dans ce qui va suivre que les fonctions sur 
lesquelles nous raisonnerons ont des dérivées. Nous prou- 
\ ferons d'ailleurs, en montrant comment on peut les calculer, 
que la plupart des fonctions que l'on rencontre en Analyse ont 
des dérivées. En résumé, s\f{x) désigne une fonction, /'(x) 
sa dérivée, on a par définition 

f{x) = hm ■- ^ , 

POurA=ro. 

^" — Traité d'Analyse, I. 5 
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De là on déduit 

£ désignant une quantité qui tend vers zéro avec A, ou 

(i) f(^'^h)-f(x) = hf\x)-\- ht, 

formule fréquemment employée. 

S'il n'est pas prouvé que toute fonction continue a une 
dérivée, il est bien clair, au contraire, que toute fonction 
qui admet une dérivée finie est continue : c'est ce que montre 
la formule (i) ; on voit en elfet que, si l'on y suppose h infi- 
niment petit, f{x-\-h) — f{^) est infiniment petit. Ainsi, 
quand une fonction a une dérivée finie, à un accroissement 
infiniment petit quelconque de la variable correspond un 
accroissement infiniment petit de la fonction, ce qui veut 
dire que cette fonction est continue. 

Le mot dérivée et la notation que nous avons adoptée pour 
représenter la dérivée sont de Lagrange, mais, au fond, l'idée 
de dérivée remonte à Leibnitz et à Newton . Nous ferons bientôt 
connaître la notation de Leibnitz. La notation de Newton n'est 
plus employée aujourd'hui ; il représentait la dérivée de jk re- 

• 

lative à x par v • Gauchy a souvent employé la notation T^xy- 



II. — Dérivée d'une somme, d'une différence, d'un produit, 

d'un quotient. 

DÉUIVÉE u'lKE SOMxME ALGÉBIUQUE. — Soieilt U^ V, (V^, ... 

(les Jonctions de x\ a, b, c, . . . des constantes; si m', \>\ 
iv\ ... désignent les dérivées de u^ v^ iv, , . . , la dérivée de 

y ^= au -^ bv -\- cw -^ . . , 

sera 

y = au -+- bv' 4- cw' -H . . . . 

En effet, appelons Ax (A désignant non plus une quantité. 



V 
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mais bien les mots accroissement de) un accroissement infî- 
niraent petit donné à x^ et soient Aw, Ar, ..., Aj' les accroisse- 
ments que prennent alors w, v^ w. . . . , ^'; on aura, en chan- 
geant, dans l'égalité j^ z=au-\- bv -^^ C(v, a: en ;r + Aj:, 

d'où, par soustraction, 

Aj^ = a Am -h 6 Ap — . . . 

et 

tiy Am , Ap 



-^ = a — -h b 
Sx Sx Sx 



m * • % 



or, pourAj:= o, les limites de -^> — > ••• sont par définition 

iaX SLX 

les dérivées^', u' ^ ç' On a donc, en passant aux limites^ 

y = au' -h bv -{- cw' -+-.... C. Q. F. D. 

Corollaire L — La dérivée d^une somme u-\-v-\-w-\- . . , 
^st ta somme u^ -\- v' -h w' -\- . , . des dérivées de ses parties. 

Corollaire IL — La dérivée d'une différence u — v 
6st la différence u' — v' des dérivées de ses termes. 

Le raisonnement fait plus haut suppose le nombre des fonc- 
tions Uj V, «', . . . limité, car on s'est appuyé sur ce que la 

limile de la somme a — — h 6 t h • • • était égale à la somme 

iaX iaX 

des limites de ses parties, ce qui n'est vrai que si le nombre 
"6s parties est limité; on verra que : 

i« dérivée d'une série ne s'obtient pas toujours en 
Pf^enant la dérivée de chaque terme. 

Déuivék d'un paoDUiT. — Considcrons un produit 

y = uvw . . . 

de plusieurs fonctions u, v, ... ayantpour dérivées ?^', v\ w\ — 
^1 l'on change x en x -\- Êix, Uj v^ • • • v J' prendront des ac- 
froissements Aw*, Ar, . . ., A/ et se changeront en u-\- ùiu^ 
^ + Ap, . . . , et l'on aura 

y-\~ Sy = {u-^ Su){v H- Sv) . . . . 
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et, par soustraction, 

A/ = (w -h Am)(p -h Ap). . . — uvw. . . 
ou, en développant, 

^y = 1 uvw -h . . . -t- A vuv -h . . . -f- û, 

û désignant des termes contenant au moins deux des facteurs 
Aï^, ^v On en tire 



Ar 


Am 


\v 


Q 


t.' _ 


= —- vw -^ . 


. . H uw -f- . . . 


■^ r ; 


^x 


Ix 


Ix 


Ix' 



Al£ AP 1 • • 1 1 r ' f t I 1 

or — > — > • • • ont pour limites les dérivées u\ v\ ... ; donc 
^x ^x ^ 



tend vers zéro avec ùix et l'on a, en passant aux limites, 



Aa? 

En divisant par j' =: itviv, . . , on a 



v' u' v' w' 



• • • • 



formule plus facile à retenir. 

La dérivée dhin produit est, comme Von voit, la somme 
des dérivées de chaque facteur m^ultiplié par le produit 
des autres. 

La démonstration suppose, bien entendu, les facteurs du 
produit en nombre fini. 

Application, — La dérivée de u"^^ m désignant un entier, 

sera la somme de m produits, tels que u' ,u"'~^ ou mu' u^^^, 

La dérivée de x est i, car sa dérivée est, en appelant h un 

accroissement donné à //, lim r ou i; il en résulte que la 

dérivée de x"^ est mx"^"^, 

La dérivée d'une constanteest zéro, car l'accroissementd'une 
constante est nul; son accroissement divisé par h est encore 
nul, et la limite de ce quotient est, par suite, zéro; il résulte 
de là que, a désignant une constante et u une fonction, la 
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dérivée de au est au', ce qui s'accorde avec ce que Ton a vu 

plus haut. 

Dérivée d'un quotiknt. — Soit )' = - le quotient de deux 

fondions w, v qui ont des dérivées w', v' \ soit Aj: un accrois- 
sement donné à la variable x^ et \y, A^/, Av les accroisse- 
ments coi respondants de j', II, v\ on aura 

^y _ f u -h- \u ^ \ . » _ ^' -^'^ " ~ '^ •^'•* 

en faisant tendre ùix vers zéro, t^j t— > 7- tendent vers r', «', 
^) et la formule précédente devient 

, vu! — uv 

y = — .. — 



ainsi -^ — est la dérivée de - • 

application. — La dérivée de - est -y celle de -— 

^st— ^^^— = — mx~^~^ ; donc : la dérivée de x"^ pour m 
Mier et négatif est mx'^'K 



III. — Dérivée d'une fonction de fonction. 

^^ y est fonction de w, que u soit fonction de (^, ... et 
^^^ iv soit fonction de x, on dira que y est fonction de 
fonction de x. 

Supposons que A^, Am, Ar, . . . soient les accroissements 
î^eprennent j^, w, (',... quand x croît de la quantité infini- 
ment petite Ajp; on a 

\y _ t^y Aw Aç? 
A^ ^u Ap A^ 

^i l'on passe aux limites, —-• s:ra la dérivée de y prise par 
^spport à u, que nous représenterons par y'^^\ — sera la 
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dérivée de u prise par rapport à v : nous rappellerons ul ; 

enfin -— sera v'. On a donc 
Ad? -^ 

y ou j^i^j;, uiv'^. 

Applications, — i** Soit jv' = (^" — ^Y^y sera le produit 
dej)^^j_i par la dérivée de x^ — i ou 'i{x^ — i)^ 2^. 
2° On a évidemmentj^' = 1 -, ovy' =^y'^Xy : donc 

7i . a?; = I ou 7i r= ;Jr • 



IV. — Dérivées de quelques fonctions simples. 

DÉmvÉE DE log^. — La dérivée de log^ est la limite vers 
laquelle tend, pour A = o, 

_ ^^_. ^_.iog(x_^_j=1og(iH--j 



= log 






X 



or la limite de ( » + - ) est e : donc la dérivée cherchée est 
loff e^ ou -• 

^ X 

Corollaire, — La dérivée de logz^, u étant fonction de .r, 
sera, d'après le théorème des fonctions de fonctions démontré 

au paragraphe précédent, — ; cette quantité s'appelle la déri- 

vée logarithmique de w. 

Dérivée de a^, — Posons 
nous aurons 



iQgjr — xloga ou X — 



loga 



X a une dérivée par rapport à ^; en d'autres termes, - 



I 
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a une limite : donc — a une limite aussi et v a une dérivée. 

En prenant alors les dérivées des deux membres de l'écjua- 
. tion précédente, on a 

y 

T = — .— 



y z= y log a =^ a^ log a. 

Corollaire. — En prenant a = e, on di y' =:. e' : ainsi la 
dérivée de e^est e^^ celle de e" est <?"w'. 

Dérivée de x^. — Supposons x positif (x'" n'aurait d'ail- 
leurs aucun sens si m était incommensurable dix négatif); 
on a 

et, par suite, la dérivée de x"' est celle de e'^'^s^ ou e"'^'^'~ 

wymx^~^ j comme on l'a vu, dans le cas où m est entier. 
Si X est négatif, on fera x^= — x' \ alors 

La dérivée de ^'" est celle de ( — i )"^x'^^ ou 
(- 1)'« mx'"^-'^{— i) ou m (— I )'"-* J7''«-» ou nix"^-K 

Corollaire, — La dérivée de u^^ est mu^^^*u\ celle de 
V« = w'» est — ?/"* ? celle deV« = '^"" est - a' u - ou -,... 



V. — Dérivées des fonctions circulaires. 

l^ÉRivÉE DE sinj:. — La dérivée de sin ^r est la limite, 

sin(a7-i- h) — sina? 

OU de 

h\ . h .h 

1 cos { X -\ — sin — sin — , , 

'1 
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Le rapport d'un sinus à son arc, quand cet arc - tend ve 

zéro, a pour limite l'unité; la limite de l'expression précé- 
dente est donc coso: : ainsi la dérivée de sinx est côsar. 

Dérivée de cos j:. — On a cos j: = sin ( xjel par suite,! 

en vertu du théorème des fonctions de fonctions, la dérivée^ 
de cosx sera la dérivée de sin (- x) prise par rapportât 

^ — a: ou cos (^ — xjy multipliée par la dérivée de x ou 

— 1 ;la dérivée cherchée est donc — cos ( j: j ou — sinx. 

On peut y arriver en cherchant la limite de 

-r [cos{x -h h) — posa?]. 



Dérivée de tangx. — C'est la dérivée du quotient 



sinâp 
cosâP : 



^ 



ou 



cosT cosa^ -t- smarsinrr 
cos* X 



ou 



cos* a? 



Dérivée de séc jt. — C'est celle de ou 



cos a? 



sina^r 
cos* a? 



on a 



Dérivée de arc sin jc. — Si l'on pose 

y = arc sinar, 

X = sinv, 



et, par suite, en prenant la dérivée des deux membres, 



donc 



I = cosr. y'; 



y = 



z= I 



cos y 



VI— sin- r /i — x^ 



y est de mémo signe que cosr; il n y aura donc aucun doute 
sur le signe à adopter dans les différents cas. 

Dérivle de arc cos .i\ — Ou a 



arccosj" — arcsin^ = -: 

2 
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dérivée arc cosar -i- dérivée arc sin x = o. 
La dérivée de arc cos j; est donc iii -— =r 



»/■- 



x 



Dérivée de arctang^. — Posons 



j' = arctangar, d'où ar^tang/; 
en prenant les dérivées des deux membres, on a 

I = — ^^— — ou j^ = cos'j^ = — 



cos^j^ I -T- lang^*^ I H- x^ 

Nous avons admis que les dérivées de arcsinjc, arc langer 
r existaient; on peut le prouver ainsi : en posant j>'= arcsin^, 

[ on a ;r = sinj^j et, sin^ ayant une dérivée? — a une limite : 

\ donc -^ a une limite aussi, qui est l'inverse de la première; 

car à tout accroissement de x correspond un et un seul 
accroissement de j', et vice versa. 



VI. — Théorème de RoUe (0- 



Lorsque la fonction J{x) est finie et continue entre les 
limites a et b de sa variable, et qu^elle a une dérivée f\x) 
toujours unique et finie dans cet intervalle, cette dérivée 
passe par zéro pour une valeur cde x comprise entre a et h 
si Von a f[a)=: o, f{b) = o. 

En effet, la fonction /{x) s'annulant pour x = o, x = b, 
si nous supposons a<^b^ nous pourrons faire trois hypo- 
thèses : i" ou bien f{x) reste nul : alors/'(^) = o et le 
théorème est démontré; 2° ou bien f{x) cesse d'être nul 
quand x croît à partir de a, et croît avec x\ mais, f{x) deve- 
nant de nouveau nul pour ^ = 6, il faut que/(^) décroisse : 



(') Ce théorème a été éûoncé pour la première fois, sous celte forme pré- 
cise, par M. O. Bonnet, mais on peut en faire remonter l'origine à Uollc. 
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il passe donc par un maxiiuum au moins pour une valeur c 
de ^; 3° ou bieny(j;), cessant de s'annuler pour des valeurs 
de X supérieures à a, décroît et devient négatif; mais, comme 
il doit s'annuler pour j; r= 6, il faut qu'il passe par un minimum 
au moins, pour une valeur de x comprise entre a et b, 

Ainsi/(^) doit passer par un maximum ou par un minimum 
pour une valeur c de ^ telle que a <^c <C^b, Le caracl,ère 
commun au maximum et au minimum est que, pour h très 

petit, 

/(c^h)-/{c) et /(c-h)-/{c) 

soient de mêmes signes : donc 

f(c^h)-/(c) fic-h)-f{c) 

h ^ .—Il 

sont de signes contraires ; or, ces deux expressions ayant par 
hypothèse la même limite f\c\ qui est unique et finie, il 
faut que cette limite soit zéro : donc 

J\c) r= o. C. Q. F. D. 

Corollaire I, — Si Von a /(a) = o, /{b) = o, f(c) = o, 
a<i b <C c^ si la fonction f et sa dérivée sont continues 
quand x varie de a à c et sif'\x) existe et est bien déter- 
miné dans cet intervalle ^ on aura 

r{d) = o, 

d désignant un nombre compris entre aet c; de même, si 
Vonaf{a)=.oJ{b)—o,f{c)=o,f{d)=zo,a<b<c<:d, 
si f{x)^ f'[x), f"{x) sont finis et continus entre les limites 

a et rf, on aura 

f"(e) = o, 

e' étant compris entre a et c\ et ainsi de suite, 

Eli effet, supposons/(a)= o,/(6) = o,/(c) = o; en appe- 
lant a' et h' des quantités convenablement choisies entre a 
et b et entre b et c, on aura, par le théorème de Rolle, 

et par suite, encore, en vertu du théorème de Rolle, 
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d désignant un nombre compris entre a! et U ou, ce qui est 
la même chose, entre a et c, etc 

G. Q. F. D. 

Corollaire IL — Supposons que, f{x) restant continu, 
ainsi que ses n premières dérivées, quand x varie entre x^s 
et^, la (n -\- i )»'"»« dérivée existe et reste finie et bien déter- 
minée. Soient a\, a2', ..., cin^s, x des nombres compris 
entre ces limites, \ une moyenne entre ces nombres; on aura, 
si /(x) s'annule pour x = ai, ao, • • . , «/i-|-i> 

f{x) = {x — ai){x — a^),.,(x~ a„+i) --—\ • 

En effet, posons 

(i) f(^) = {x — ai),..(x-- a;t+i)e(x); 

la fonction de z 

f{z) — (z — ai)(z — a^)...{z — a^+i ) S{x) 

s'annulera pour ^ = «i , a2, . . • , «//_|_i et .3 = ^ ; donc sa déri- 
vée (/i-j- I*'"*®) s'annulera pour une valeur Ç de ^ comprise 
entre la plus grande et la plus petite des quantités «1, «o, • • • ^ 
a„^i et X', or cette dérivée est 

/«-+-* (5)— i.'2.3...(/i-h i) e(^) 

On a donc 

yvi+i(^)_ i,2.3...(/i-i-i)e(x) -r-- o, 

d'où 



e(^) = 



i ,JL.'6 . . . {n - - i ) 



Portant cette valeur de S(x) dans la formule ( i ), on a préci- 
sément la formule qu'il fallait établir. 



VIL — Formule de Taylor. 

Nous allons maintenant établir une formule qui est, on peut 
le dire, la pierre fondamentale sur laquelle est édifié tout le 
Calcul différentiel et intégral 5 cette formule, qui porte le nom 
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de formule de Taylor, a été l'objet de travaux nombreux; 
elle a été successivement perfectionnée par d'illustres géo- 
mètres, tels que d'Alembert, Lagrange, Cauchy. 

La démonstration que nous allons en donner est due en 
principe à M. Hommersham-Cox ; elle a été simplifiée par 
M. Rouché, qui a combiné la démonstratiqn de M. Hom- 
mersham-Cox avec une démonstration antérieure de Cauchy; 
enfin le théorème de RoUe, tel que Ta exposé M. Ronnet, esl 
venu apporter à la démonstration de M. Rouché une perfection 
telle qu'il est peu probable que l'on arrive à rien de plus 
net et de plus précis dans la suite. 

Lorsque la fonction/( j;) est entière et de degré n — i , on a 

h"-' 



Il est naturel de poser, quand /est quelconque, 

et de chercher une expression simple de R qui satisfasse à 
cette équation. R existe, car R n'est autre chose que 

il faut toutefois que, f\x)^ ...,/""* (^) existent. 

Nous supposerons que, x variant de ^ à :r + /i,la fonction 
f{z) ait des dérivées f'{z)y . . ., /"{z); nous supposerons 
seulement que /"(^) existe entre les limites en question : 
alors /"~^(z), /'^~^{z)j ..., f{z)y f{z) seront continus. 
Posant, ce qui est permis, R= PA', i désignant un entier 
positif, nous aurons 

Faisons alors 

X -\- h = Xj /t = X — Xf 
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nous pourrons écrire, au lieu de ( i ), 

(2) . /(X)-/(^)-l^l^/'(^)-... 






1.2. .. (/ï — i) 

Maintenant considérons la fonction de 



z 



ex — zV'-> 



1.2 ... (/i — i) 



dans laquelle P désigne toujours la fonction de :r et A ou 
de ^ et X définie par Téquation (2); cette fonction de z s'an- 
nule pour 5 = X; évidemment elle s'annule aussi, en vertu 
de(2),pourz = x. Comme elle a une dérivée, puisque/"~*(.3) 
a une dérivée, par hypothèse, quand z varie de z à .r + /i = X, 
cette dérivée s'annulera pour une valeur de z comprise entre 
a: et ûc -h h; or cette dérivée est, comme il est facile de 
s'en assurer, 



1.2.3 . . .(/i — 1) 



En désignant par ^ + 9A, 9 étant compris entre o et i, la 
valeur de z pour laquelle cette dérivée s'annule, on aura 

1 .2.3 . . .{n — I ) ^ 

en remarquant que ^ = œ -\- h; on tire de là 

( I .- 6 )^-' h^-ffn ( .r -4- ^ ) 
1. 1 .2.3. . . (71 1 ) 

et, en portant celte valeur de P dans la formule (i), on a 
finalement 

-^ 7, /«(x-i-ÔA). 

i . I . 2 . i . . . ( /i - I ) "^ ^ 



r** cikPiiil m. 

•U formula du T-i\ hr. a été l'oLjel Je traraiH. nombreoi; 
•■Ue a Kttî 4ucce~tjjv^ineDt pcrtectionnêe par d'ittii^tres géo- 
mètre*. tiîLt ifofl .l'.U^iubert. La^rang»*. Caochv. 

La iii^inoa:§tra:).>a i^ae nous allons en donner est doe en 
priacipe j M- Mommerstum-Ois ; elle a élé s!mplilîée pir 
M- Roachë, qai a combio' la démoD^tration de M- Bom- 
nMrshaai-Cox av<^' aae tlêmoastratioa antérieure de Canchj; 
entia l« théorème de RoUe. tel ({De l'a eipo^é "SI. Bonnet, est 
veao apporter à LiJémoDîtrjlion de M. Rouché une perfeclion 
telle ifu'il e»l p^n pnitaLI^ tjiie l'on arrive à rien de plus 
net et de plus précis ilaa< Li suite. 

Lori«que la (oneiioa/ .r > eîl enlière eî de degré n — i,ona 

II est nalarel de pï^er, quand _/' est quelconque, 

et de chercher une expresïioa simple de R qui satisfasse s 
celle équation. R existe, car R o'esl autre chose que 



-/--H'); 



Faisons alors 




il rauHouiefoisque.y",.J->. .. ../-'(Jr) existent. 
Nous supposerons que. X ï-arîanl de x à :r + Ajlafyj 

r ;. ait des dérivées /'i -) /"(j): "ous supposer 

Seulement que f t) existe entre les limites en quesÛO^ 
.dor< f'-\z.. r- \=h ■■■• /(sV fi') «'■t"'t «-■ 
l'osant, ce qui l'st permis, K = IVi', / désigMBM 
|>Osi!ir. nous aurons 
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nous pourrons écrire, au lieu J-.- i - 



Mainienanl considérons la l'onction Je ; 



-r X- 



dans laquelle P désigne toujours la tonctîvin de r i-x h i,„ 
(le X et X di'finie par l'éciuation i 2 ■: cette 'ottctioa an z i'na- 
nule pour r := X ; évideiniiienl elle s'annule aussi, ta vyrti 
de(2), pour: = j^. Comme elle a unedLrivée.puis.iue/'i-ii; 
a une dérivée, par hypothèse, quand 2 varie Je: à ^ — A = X 
celte dérivée s'annulera pour une valeur de ; comprise enlrr 
X et xH-/r, or celle Jcrivce est, comme il est tacile di 
s'en assurer, 



-/"' 



-r.- \- 



En désignant par x -\- 1/*, ^) étant compris eotre « ,■[ 
valeur de z pour laquelle celte dérivée s'annaie. on aura 

— rx3.-.7^-"ô ''■^-'-**-.,, 

en remarquant que \^ x -^ h; on lire -fc |^ 



cl, en portant celle, 



-eV'-'/c 'Y" ., 
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Cette formule a été démontrée pour la première foîs sous 
cette forme par MM. Schlomilch et Roche. Le dernier terme ' 
est ce que l'on appelle le reste ; si l'on fait « = i et 1 1=: /i. on 
a les deux formules suivantes, dont la première est due à 
Cauchy ; la seconde, qui est la plus utile, est due à Lagrange : . 



(4) 






(4) 



I .2. . . (/l — l) 



VIII. — Quelques théorèmes déduits de la formule de Taylor . 

La formule de Taylor, comme nous le verrons, est fonda- 
mentale en Analyse; nous allons d'abord en déduire le théo- 
rème de RoUe. Si l'on fait, dans cette formule, 

f{x + A) =/(x) - hfix) -h —nx)+ ... + -— -Mx + ^h), 

/? = I , elle devient 

(1) /(x^h)=/(x)^h/'(x-^^h). 

Sous cette forme, elle est fréquemment employée ; elle 
montre bien que, si/(x -{- h) et /(^) sont nuls, /'{x + 8A) 
est nul ^ donc, quand une fonction s'annule pour deux valeurs 
de sa variable, en restant continue dans Tinlervalle compris, 
sa dérivée s'annule pour la valeur intermédiaire ^ -|- 8A. 

Mais celte remarqu-e ne constitue évidemment pas une 
démonstration du théorème de Rolle ou plutôtde M. O. Ron- 
net, sur lequel nous nous sommes appuyé pour établir le 
théorème de Taylor : elle a pour but seulement de moulrer 
que la formule (1) est l'expression même, sous une forme 
condensée, du théorème de M. O. Ronnet. 



f 
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Théorème. — Si une fonction continue reste constante 

^<entre les limites Xo et X de sa variable j sa dérivée est nulle : 

[réciproquement^ si la dérivée d\ine fonction reste nulle 

s entre les limites Xq et X, cette fonction reste constante dans 

\ V intervalle en question. 

Sî, en effet, une fonction est constante, sa dérivée, comme 
\ l'on sait, est nulle ; il reste à démontrer la réciproque. Soient 
donc :r et x -\- h deux valeurs comprises entre Xq et X; on 
aura 

Or, f'{oc) étant nul quand x varie de Xq à X,/'(x -|- 0//) 
sera nul, éar x-\-^h est compris entre x cl x -\- h et, par 
suite, entre Xq et X. On aura donc 

f(,x-^h)=f{x). 

La formule trouvée a^ant lieu, quels que soient x cl li, 
K pourvu que x el x -\- h soient compris entre x^ et X, il faut 
en conclure quey*(.r), dans cet intervalle, reste constant. 

C. Q. F. D. 

On déduit de là cet autre théorème, très important : 

Théorème. — Deux fonctions ^{x)^ ^(^)> ciyant même 
dérivée et restant continues, ne peuvent {tant qu^ elles restent 
continues^ différer V une de U autre que par une constante. 

En effet, si Ton a 

ts^\x) — ^\x)^o, 

la fonction ç(^) — ^(^)> dont la dérivée est 'f'(^) — ^'(^) 
ou zéro, est constante : ainsi 

(p(a:) — ^{pc) = const. 

ou 

(f{x) = ^(x) -f- consl-., 

et il résulte de là que, si l'on connaît une solution ^{x) de 
réquation 

y=F{x), 

toutes les autres seront de la forme 

y = (^(x) -h const. 
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Ïhéouème. — Une fonction est croissante ou décrois- 
sante pour une valeur x de sa variable, suivant que pour 
cette valeur sa dérivée est positive ou négative. 

En effet, la formule 

montre que lesignede/(j:-i-A) — /(^) est celui de/' (^4-0 A) 
quand h est positif; si donc on observe qu'une fonction /(j:) 
est croissante quand, pour des valeurs de h suffisamment 

petites, on a 

/(^-f-A)— /(a7)>o, 

cette inégalité continuant à être satisfaite pour des valeurs 
de h moindres, on voit que/(^) sera croissant s\f'(^x + OA) 
est positif; mais/'(j: + 8/i) est peu différent ief(^x)\ donc, 
s\/\x) est positif, il en sera de même de /\x -h ^ h), et /(^x) 
sera croissant. 

On verrait de même que /(^) est décroissant pour les 
valeurs de x qui rendent /'(^) négatif. 

La démonstration précédente suppose /'(^) continu, mais 
elle démontre que, dans ce cas, sif'(x) = o, la fonction est 
croissante ou décroissante suivant que /'(s -\-x), s étant très 
petit (£= OA), est positif ou négatif. 

Le théorème précédent est encore vrai quand y'(^) est dis- 
continu, mais on ne peut plus affirmer que, s\f\x) = o, /(x) 
sera croissant ou décroissant suivant que/'(^ + s) sera positif 
ou négatif. Voici comment on peut établir le théorème quand 
f'{x) est discontinu : on a 

f{x^h)-f{x) = h[f{x)-^zl 

£ étant un infiniment petit ; cela résulte de la définition même 
de la dérivée. ^\f'{x) n'est pas nul, on peut prendre s assez 
petit pour que f'{x) -f- s soit de même signe que f'{x)^ et 
alors on voit que f{x + II) — f{^) a le signe de f'{x) pour 
des valeurs positives de h : ce qui démontre le théorème. 
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IX. — Dérivée d'une fonction composée. 

Si ï/, ^t w, ... sont des fonctions de jt, toute fonction 
telle que /{u, v^ fv, .. .) est dite une /onction composer 
de jc. Cherchons la dérivée d'une pareille fonction. 

Donnons à x Taccroissement Ax, supposons que //, i^, iv 
aient des dérivées ; ces fonctions prendront des accroisse- 
ments Aw, Ai^, A(v et la dérivée de /sera la limite de 

A/ _ /( u - Am, V - - At\ w -!- \iv) — /( u, p. w ) 
_ __ __ 

Or on peut écrire celle formule 

-^ = — [/{m-t-A//, i^-h Al', tv-f-Atï' )—/(£!, v-^\i\ (t'-i-AiiMi 

Comme /{^) désigne une fonction possédant une dérivée, 
on a (p. 78) 

OU 

/{x ^ h) -f[x) = hf\x -i- A). 
Si l'on suppose h = Aj;, on aura 

f{x-^\x)—/(x) = \x/'(x-^ OAr), 

désignant un nombre compris entre o et i. Remplaçons dans 
cette formule x par u ei f{x) par/(w, (^ + Ar, (v-f-A(v); 
nous aurons 

f{u-\- Am, (^ -i- Al', w -I- Aiv) — /(m, c -h Ac, w h- Aw^) 
= Am/',, (m -h 6Am, c -h Ac, w -h Aw), 

pourvu que, laissant (^ et (V constants, /(m, v^ w) ait une dé- 
rivée f'u, relative à u. On aurait de même, en appelant 9' et 8" 

L. — Traité d'Analyse, I. 6 
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des nombres compris entre o et i , 

/( U, V -f- IVj W -~ AW ) — /( Uy Vy w -7- Aw ) 

r- lv/y{u, V -- 6'Ai^, w -f- Aw), 

f\ ct/î^ désignant les dérivées de /relatives à i^ et w que Tmij 
suppose exister. La formule ( i ) devient alors 

' y. 

Si donc/'^, /!,, /I^ sont continus par rapport à u, v^ w, 
on aura, en faisant ^x =^ o, 

lim ~- ou dérivée de/— //'/;^(a,i^,t»')-i-i^'/'»,(M,i?,(ï')-itv'/^(a,f,w). ; 

C'est dans cette formule que consiste le théorème des £000-* 
lions composées. On en conclut que la dérivée (TunejoMr 
lion composée est égale à la somme des résultats obtenus ^ 
en multipliant les dérivées de cette fonction, relatives Ht 
chaque fonction composante, par la dérivée de celte 
fonction composante. 

Application. — Cherchons la dérivée de w*', u el v dési- 
<^nant des fonctions de x. Cette fonction est composée de ci 
el V : la dérivée relative à u est vu^~^^ celle relative à v est 
u^\o^u\ la dérivée cherchée est donc 

vu^-^ u' - - u^ log uv\ 
En particulier, la dérivée de x^ est 

xx-^-^ -\- x^ \o^x ~ x^( I -i- \o^x). 
La dérivée de x^^^ est 

^Xa;(x'J-l _^ ^p[JC*) \oQx( I H- \OQX)X^, 

La dérivée de x^*^^^ est 
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S., — Sur quelques fonctions dont on peut calculer la dérivée 

d'ordre n en fonction du nombre n, 

La dérivée n^""^^ de j:'"est m (m — i) , , ,(m — n-t- i )^'" ". 
ceUe de a^ est a-^(loga)", celle de c"-^ est a''^"-^, celle de 

^og-^est' — (-0" • 

La(iérivée/i^*^"**dew + ^' — iV-f-...eslMi"^4-t^^"^ — ivt"J+.... 

Voici maintenant une formule due à Leibnitz et qui permet 
de former la dérivée /i'''"* d'un produit : si l'on difl'ércntie 
j — Mi' plusieurs fois de suite, on trouve 

y = liv -.- vu', 

y" = uv" -r- 'lU Ç' - - 11"^. 

y"'=-. iw'"-:- 3 wV'-f- 3 wV-f- U'"i\ 



L ce qui fait soupçonner la formule générale 

f ^/1> C,^> • • • désignant les nombres de combinaisons de n objcls 
\ pris I à 1 , 2 à 2, ... ; en sorte que l'on a, symboliquement, 

les exposants àe uels? devant être changés en indices de déri- 
vations après le développement de {u -f- v)" par la formule 
(lu binôme. Pour démontrer cette formule, il suffit de prou- 
ver que, si elle a lieu pour la dérivée /i**"*, elle a encore lieu 
pour la dérivée {n + iy«^^"»e« car elle est vraie pour les troiîi 
premières dérivées, comme on le vérifie directement. 

Admettant la formule ( i ), si nous prenons la dérivée des 
deux membres, nous trouvons 

»r, par la théorie des combinaisons, on a 

Ci -h I — Ci+i, Ci -h GJ = CJ^.j, ... ; 
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donc 

ce qui démontre la formule de Leibnitz. 

La dérivée n*^™* de w(^(V est, symboliquement, (^z + ç^ + wp)^"^, 
et cette formule se déduit de celle de Leibnitz comme le déve- 
loppement de (a H- 6 + c)" se déduit de (a + b)", .... 

La dérivée /i^""™^ de - se calcule comme celle d'un produit 

u -, quand on sait trouver les dérivées de -, et nous ver- 
rons tout à l'heure comment on peut parfois trouver la 
dérivée /^^^*™® de -. 

X. — Dérivée n}^""" d'une fonction de fonction. 

Considérons une fonction de fonction .3 = cp(M) de ^, u dé- 
signant une fonction de ^, et proposons-nous de calculer la 
dérivée n^"^^^ de <p(w), que nous appellerons jz^"K On a 

js'" = o"'(u) u'^-\-f{u)3u'u''-^^'{u) II'", 
et il est évident que l'on a 

(i) z^= A«cp('»^(M)-f- Art_l(p«-ï(^^)^- .. . -i- A2(p'(a)-h Ai cp'(w), 

Al, A2, ..., An désignant des quantités qui ne dépendent 
que de la fonction u et de ses dérivées. Pour déterminer ces 
coefficients, on peut supposer que Ton donne à la fonc- 
tion cp des formes particulières; en faisant successivement 
^(^u)= w, M-, M'*^, . . . , w", on a 

(a2)(«) = Ai2a -I- A2.2.1, 

(t^3)(«) = Ai3 a2 +A2.3.2i*-hA33.2.i, 



(unyn) = Al nu^-^ H- Aj n (n — i) a«-s -h . . . -h A» /i(/i — i). . .2 . i . 
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Si l'on pose alors A/ = ~ — ., on oblicnt 

(ttî)'«) =2BiM -4-Bi, 

(tt3)f«) = 3 B, Mî H- 3 B, M -I- B3, 
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(tt«y«) = ^ B, M« -h - ^?^ — - Bj a«-i -^ . . 
I 12 



. -h B,t. 



Pour résoudre ces équations, écrivons-les »ainsi : 

(2) y (u3y«) = B3-+-GjBjw-i-G*Biwï, 
i • 1 

(M'y'*^ = B/-hG;B/_,M-h...-hG{-*Bia'-', 

or nous avons 

v-J/ Cl/ Ci 2 -^ ^/ Ci 3 . • . _i_ Cl/ Cl/ = o, 

Cl/ — Cl/ Cl 3 -{- Cl/ Ci^ — . . . zp Cl/ Cl/ = o, 



Q _ c^' c^^, + cr'c^^,- . . . ± c;: ci = o, 

pour le prouver, observons que lay*^"^® formule a pour premier 
membre 

1.2. 3... y 1 .2. . .(y -h i) I 

. t(t — l)..,(t— y— l) (y-n)(y-h2) 



1.2. ..(y + 2) 



1.2 



ou bien 

i( ^i)...(.--y + i) r ^-y , (i-j)(i-.j-j) 1 

1.2.3. ..y L ï ï*2 J 

; ^* partie entre crochets est (i — x)'"-'; l'équation en question 
€st donc bien vérifiée. Les formules (2), multipliées respec- 
tivement par Cj, — -C?, -^C?, . . ., et ajoutées, donnent 

alors 
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il reste à remplacer A/ par — ^ — : dans (i); maïs on peul 
écrire — rsous une autre forme, savoir 

le signe D'2' voulant dire dérivée d'ordre n par rapport à w, 
et rindice w = a indiquant que l'on doit faire a r= // dans le 
résultat. On a donc 

et, par suite, 

•'^•^ -^ i.2.H...« "\a /, = „ 

i.-2.i.. .(/i — 1) \a /«=M 

Telle est la formule qui donne la dérivée d'une fonction 
de fonction. 

Si Ton fait, par exemple, // == e^, on a 1 



* 1 .2.3. . ,n \a 



Or 

et, si u = e-^, 

Pour a = w, on a simplement 



/ 

• • • « 



\ a / 1/ = a 

de sorte que 

-^ f o -^ ^„1. [(^-0"-'-c,U(«-2)»-' + . 

_1_ .,.,, 

Cette formule est de Herschel. 
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XI. — Dérivée n*'"^ d'une fonction rationnelle. 

La dérivée /i'*"™** d'un polynôme est la somme des dérivées 
i^ièmes^ que l'on sait prendre, de chacun de ses termes. Pour 
prendre la dérivée n* '"*® d'une fraction rationnelle, on peut la 

décomposer en éléments simples, de la forme ;; r— ou 

[ ^ r ' ^j. — ^yn 

; k{x — a)'"^, dont on connaît les dérivées n'^"". 

L Mais on peut aussi procéder autrement. Soit une fraction 

i rationnelle y=-, dans laquelle u et i^ désignent des polv- 

[ nômes entiers en ^ ; on aura 

vy = i/. 

■,t Si l'on prend n fois de suite les dérivées des deux membres, 
au moyen de la formule de Leibnitz, on aura 

SI, dans cette formule, on faitn = i , 2, 3, . . . , /i, on obtiendra 
'ï équations du premier degré, à n inconnues j^',jk'', . . ',y"y 
que l'on pourra résoudre et qui feront connaître y" sous forme 
d'un quotient de deux déterminants. 
Un artifice analogue permet de calculer la dérivée n"'"*' 

dune expression de la forme j' r:= 4/ -, où ^ désigne un poly- 
û^me entier. En effet, on en tire 



P>'2 =z I 



^^endifférentiant, 

ou 

c'y -i- ^y'v = o. 

^Q différentiant n fois, par la formule de Leibnitz, puis en 
faisant n = i,2, ...,/i, ona des équations du premier degré 
pour calculer /, /'. . . .,7". 
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Xn. — Formule de Maclanriii et ses applications. 



Si, dans la formule de Taylor, 
OÙ Ton a 

Art-»-! 

I. a... (/i --!)•' ^ ^ 

ou 

I . '2 . ) . . . /l "^ 

on remplace x par zéro et h par ^, on obtient la formule dite 
de Maclaurin 

/(x)-/(o)-Kx/'(o)-...- y-£^/«(o)+R, 
R ^- /"^^{^x), 

1 m JL % ^ m • • fi/ 

\ 

Cette formule peut servir à développer quelques fonctions en 
série; mais, malheureusement, la discussion du reste, qu'il 
est nécessaire de faire, est très difficile, si ce n'est pour des 
fonctions très simples, dont le développement est toujours 
plus facile à obtenir par d'autres moyens qui ont l'avantage 
de démontrer les résultats pour les valeurs imaginaires de la 
variable. Nous allons appliquer la formule de Maclaurin aux^ 
fonctions /(i + ^), e^y sina::, cos^, (i + j:)^, mais il ne faudra^ 
voir dans nos résultats que des exercices, ou plutôt des véri — 
fications de la formule de Tavlor, et non de véritables dé — 
monstrations. 

Développement de e^, sinj;, cosj;. — Si, dans la formulo 
/(x)=/(o)-H^/'(o)+...+ ---^j -/«(o) 

r'n-\-i 

/»+'(ea7), 



1.2. . .(n + i) 
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on remplace f{x) successivement par e-^, sin^, cos^*, on 



trouve 



X x^ .r« e^^x^^^ 

e^ = 1 H i r- • • • H- 



I 1.1 1.2.3. ../l l.'2.3...(/l-l-l) 

x^ x^ , cosô^.^î^-^-ï 

sina: = X r- -î :: — -— -:-•••=!= 



1.2.3 1.2.3.4.5 I .2.3. . . (2/l-h 1) 

X* X* cos6j7.ir2« 



cosar = I 1 1- . . -1- 



1.2 1.2.3.4 1.2. 3. ..2/1 

Dans chacune de ces formules, le dernier terme ou, si Ton 
veut, le reste, tend vers zéro quand n croît indéfiniment ; pour 
71 = 00 , on a alors les séries 

X x^ x'f 

I 1.2 1 . 2 . i . . . /t 

X^ X^ , X^" 

COSiF = I H \ — : --. . .-i= 



sina: = x — 



1.2 i .2.3.4 ' ' ' 2/iî ' 

x'* ^2«-»-l 



— ,-- • • 



I • . . 



1.2.3 ' (2/1 - I)! 



Développement de (i + ^r)^. — Le développement de 
(1 4- j:)^ est déjà plus difficile à obtenir. Si Ton fait 

f(x) = (i-hx)^ 
dans la formule 

/(^)=/(0)+^/'(0)4-...-r- -_|l_/«(o) 

.;p/n-i(, _e)«/*«-»-i(0:r) 

I . 2 . 3 . . . /t 

comme on a 

/{x) = (i-\-xy, ../«(a?)— (i~ xY-na{a — i). . .(a — /n- i), 
îl en résulte 

<i -+- xY = I -H - a? H ;r2 H- . . . -; ^ — -îi ^ a:'^ 

I 1.2 1 . 2 . 3 . . . /i 

H 5 (i-h Oj^)«-«-ia(a — i). . .(a — n). 

Nous allons prouver que, si x est compris entre — i et + i , 
le reste tend vers zéro, en sorte que, pour ces valeurs, on aura 

(i~xY= IH x-\ ^^ ^ x^-~...-\ — ^^ ^ a7«-!-.... 

I l.'A 1.2.3... /l 
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Pour les autres valeurs de x, la série quî forme le secoi 
membre est divergente ; il n'y a donc pas lieu de discuter poi 
ce cas la forme du reste. Ce reste peut s'écrire, au signe pi 

Si Ton néglige le facteur fini ax(i -h 6 j: )'*"*, le produite 
autres facteurs sera 

Si X est positif, chaque facteur entre crochets finit par deve-l 
nir notablement moindre que i; si x est négatif, il en est de- 



j X — 6x 



6/ 



même, car, en changeant a: en — x\ -z — devient —ri^ 

quantité encore notablement moindre que i. Le reste tend 
donc bien vers zéro. 

Développement de log(i + x^. — Si Ton suppose x com- 
pris entre — i et -h i, on trouve, en appliquant la même for- 
mule que tout à Thcure, 



x^ 



X' 



loi;(i -\- x)~- X 1 — - 

1 3 



X' 



XIII. — Développement de arctang^. 

Les applications que nous ferons de la formule de Taylof 
au développement en séries s'arrêteront à la fonction* 
arc tang^. Les applications qui précèdent ont été faites pot^^ 
nous conformer à un usage reçu; celle qui va suivre a poi>^ 
but de faire connaître un artifice de calcul. Soit y = tang^atr- 

On a 



y = 



1 -372 



2 y/ — I \^ — /— 1 

si Ton différentie n fois, on a 

(— i)" 



X 



T-> 



- i)« j ^ 3 ^ 1 1 ^__ ] _ 
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0» 



sons 



_.. ~ cos©, 



v/r-i-- 



x"" 



v/i -f- x^ 



^- sino; 



>us aurons 



y 



'14-1^ - tzll. „ f (^ -4- V^^>-^' - (:r — /- i> 



+-1 



^r= 



{x^-r- l)"-^» 



U 



•^ /— I • 

>u, par la formule de Mo ivre, 

donc, pour ^ =r o, es = - i 



^- = 0, y-^i, y'-^o, y 



I.9., ^•'':^^0, J'^r. 1.2.3.^, ... 



et, par suite, en appliquant la première forme de la formule 
de Maclaurin^ el en appelant^ un nombre moindre que i, 



X' 

arctanga; — a™ — -■. 



2/1 — I 



.'in I 



Quand X est compris entre — i et + i , le reste tend 
manifestement vers zéro; quand x est plus grand que i en 
I valeur absolue, il n'y a pas lieu de faire une discussion, la série 
tjui constitue le second membre étant divergente; on a donc, 
lanlque x reste compris entre — i et + i , 



arcianga^ = x 



X' 



) 



ÎIV. — De la formule de Taylor considérée comme formule 

d'approximation. 



^3 formule de Taylor n'a jamais servi à découvrir un nou- 
^cau développement en série ; elle est impuissante à donner 
^"s ceux qui sont déjà connus, mais elle a une grande 
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importance analytique, comme on le verra dans la suite; noi 
nous bornerons ici à montrer comment on peut Tutilis 
clans les calculs d^approximation. 

Supposons que Ton veuille résoudre l'équation 

et que Ton en connaisse une solution approchée a. Eoj 
posant X = a -\-' hj on aura 

ou bien 

/(a)4- A/'(a)---4/''(a-+-eA)=o. 

On déduit de là 

fia) h f(a^^h) 
' /'(«) a /\a) 

En prenant h = — t?7— r > Terreur commise est 

h f''{a-\-^h) 

on pourra l'évaluer en remplaçant h par une valeur supé- 
rieure à sa véritable valeur, valeur supérieure que l'on connaît 
en général, car on a le plus souvent deux valeurs approchées 
de jr, et ensuite en remplaçant /"(a -h 6 A) par le maximum 
de /"{-x;) quand on fait varier x entre les deux valeurs de la 
racine, Tune par excès, Tautre par défaut. 

Voici une autre application de la formule de Taylor. Je 
suppose que Ton ait construit une Table de la fonction y"(^)^ 
une Table de logarithmes par exemple, donnant les valeur^ 
de/(i),/(2), ,..,f(x),f{x-\-i)y .... Si,^ étantentier, on veu^t. 
avoir /(^ + /i), h désignant.un nombre inférieur à i, onpos^ 

f{x-^h)-f{x) ^ h 
jla'-~i)-f{x) 1 

et l'on en conclut 



— > 



f(^x-i-h) = f{x)+h[/{x + i)- f(x)] 
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)u, en appelant A la différence tabulaire^ 

f{x-^h)=f{x)-^,-hl', 

yn commet ainsi une erreur qu'il est facile d'évaluer. 
En effet, on a exactement 

f{x-^i)-f{x)=\=f\x-^W), 

6 et 8' étant tous deux compris entre o et i . 
On a donc posé 

/(:r-f-A) = /(a7)--AA=/(^)-f-/i/(x-:-0'), 
au lieu de 

f{x-^ h)= f{x)-^ hf\x-:-^h)\ 
par suite, Terreur est 

h[f{x-^-^h)~f\x-r-W)], 

Application, — Supposons qu'il s'agisse d'une Table de 
logarithmes, Terreur commise pour calculer log(^4-/i), 
quand on se donne x^ est 



( 



I 



^Qg^^( ^ .'aa — zr^>) 



ou 



Alofire 



(a7-T-6A)(iF-i-0') 



-(e'-e/i); 



V — 6/i est moindre que Tunité : donc Terreur sera moindre 
que 

5_ ou — ^^. 

x^ x'^ 

Pour un nombre de cinq chiffres, elle n'atteint pas le 
dÎMèrae. 

^utre application. — S'il s'agit d'une Table de loga- 
i^uunes-sinus, Terreur commise dansle calcul de log sin {x + li), 
luuilé étant l'arc de lo secondes, sera 



Alogc[cot(a7-i- OA)— cot/i(a:-H 0')] 
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OU 

h Io*r^ sinCO' — 6/i) 



I . » 



CUS(J7 -r- 6/i)cos(«c H- 0' ; 

elle est iiiolndre que 



(arc lo )-, 



cos*(j:.--r- 10 ) 

c'est-à-dire tout à fait négligeable pour des ares nioindrcs 
que 88^ 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Le lecteur peut prendre une fonction analytique au hasard el 

en chercher la dérivée. Pour contrôler le résultat, il suffit de donner 

à cette fonction une autre forme; en cherchant sa dérivée sous sa 

nouvelle forme, on doit trouver des résultats identiques. Par exemple, 

on a 

.r .r2 



gcosa'^-gvi — »i"*^ 



I — X'^ X\i — X'){l -r- X) 

2. Trouver la dérivée de loga?, la dérivée seconde de loglog^r, la 
ilérivée troisième de log log logj?, en général la dérivée /i"'"™*' de Xo^.^x,. 
en désignant log loga? par log2^; log log2^ par logs^?, .... 

3. 3Iontrer que la dérivée de ¥{x) pour .r — «7, ou F'C-c), est la 

,. . , ¥{T) — ¥(a) 

limite de — — pour x -~ a, 

X — a ^ 

4. Trouver la /i"™* dérivée de arc sin x. 
On observe que la première dérivée est 

(L — ^2j 2 ou {\—X) ^{\ r-x) 2; 

en appliquant la règledeLeibnitzàce produit, on a le résultat cherché. 

5. Trouver la /i**-'"* dérivée de log(c^;-f- /i — x^\ 

6. Trouver la /i"'"* dérivée de • en le mettant sous les deux 

I — x^ 

formes (i —x)-^{\ -\-x)-^t\, \ [(i — x)-^ -^ {\ -\-x)-^\\ identifier les 
deux résultats. 



<>, 
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7. tiéniontrer que l'équation 

où m est entier, a toutes ses racines réelles. 

8. Si, dans un certain intervalle, on a 

peut-on quelquefois en conclure 

9. Toutes les dérivées de e~J« sont nulles pour x — o; en conclure 
iiue cette fonction ne peut pas être développée suivant les puissances 
croissantes de a:. 

10. La fonction a:^(e^ — e'^) croît-elle ou décroît-elle quand x croit 
à partir de zéro? 

Jl- Si l'on différentie n fois de suite par la règle de Leibnitz les 
deux membres de l'identité suivante x^-^^= x^x^^ on trouve la for- 
mule suivante, dite binôme de Vandernionde : 

(a-\- h)(a--b — i), , .{a-~b — n- i) 
-a{a — i). . . (a — n~-\) 
--C)^a{a - i). . .{a-n- '2)b 
"-C*a(a — i) . (a — n-i-'i)b(b — n 



C' désignant le nombre des combinaisons de m objets pris iÀ i. 
12- On a identiquement 

En différentiant h fois de suite et en appliquant la règle de Leil)- 
n'itz, on généralise la formule précédente de Vandermonde. 

\3. Appliquer la formule de Maclaurin au développement de l'arc 
«in 07, et dire entre quelles limites ce développement représentera la 
(oTiclion arcsin^. 

\4. On démontre en Trigonométrie que cosnx, — : sont des 

sin>2/ 

tondions entières de cosa; quand le nombre n est entier; on propose 

"'^ m A'appUquer la formule de Maclaurin à la recherche des coefficients 
.\ii^« 4ft ces nalvnAmAo 
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15. Démontrer la formule 



I)«-i(i _ x^) ' —{— i)"~* &in(/iarccosa7). 

(Jagobi.) 

16. — 7z -, : D«(a7*— 1) * = cos(narccosa7). (Jagobi.) 

1 .3. . .(an-i- 1) ^ 

17. Dans la formule de Taylor, 

la quantité 6 est de la forme — \- e, s désignant une quantité infi- 
ni — i- I 

niment petite en même temps que A; mais cela suppose l'existence 
de la (h-f- i)"^» dérivée de /. En supposant l'exislence des déri- 
vées suivantes de /, on propose de montrer que s e§t de la forme 
AA -+- A^B -h. . . ; A, B, ... sont des fonctions que l'on propose de . 
calculer. (On ne demande que les valeurs des premières quantités et 
non leur expression générale.) 

18. On a 

aux termes du troisième ordre près par rapport à h. 
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DIFFÉRENCES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 



I. — Différences des fonctions d'une seule variable. 



r Soit y(-^) une fonction de x. Si nous donnons à x Tac- 
I eroissement A^, /(^) prendra l'accroissement A/, égal à 
\f(^cc -H Ao:) — /(^)> auquel on donne le nom de différence 
première de f{x). Cette différence première est une nouvelle 
fonction de Xy et, si Ton y change ^ en ^ -+- Ajc, elle subira 
un accroissement AA/(^), que l'on représente aussi par 
A*y(^), et que l'on appelle la différence seconde de/(x). La 
f différence \M^f{x) de A^(^) s'appelle la différence troi- 
sième de/(x) et se représente par A3/(x), et ainsi de suite. 
Cherchons, par exemple, les différences successives de a^; 
en posant A.r = A, nous aurons 

Aa' = a*-»-^ — a^ = a^(a^ — i), 
A»a^ = (a«+^ — a^)(a^ — i ) = a'(a^ — i)* 



et, en général, 



^na^ — a^i^a^ — i) 



A_,^» 



Les différences successives des autres fonctions sont plus diffi- 
ciles à former. Considérons cependant la fonction Aj:"', où A 
est une constante; nous aurons 

AAa7'»=: A [(37 -h h)^ — x^]; 

la formule du binôme donnera le résultat, qui d'ailleurs n'a 
rien d'intéressant. Nous ne formerons donc pas l'expression 
générale de A^A^^, mais nous ferons une remarque impor- 
tante au sujet de cette expression et, plus généralement, au 
L. — Traité d'Analyse, 1. 7 
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sujet de A''F(^), en désignant par F(^) un polynôme de 
degré m en x. Posons 

F{x)= Axf^-h Ba7'«-»-+- ... : 
nous aurons 

AF(a7)=r. A(a?-:- h)^~ Plx^-^ B(ir-i- A )'«-« — B a;'»-» -f- 

Si l'on développe chaque parenthèse par la formule du binôme, 
il est clair que l'on trouve un polynôme de degré m — i et 
que le terme du degré le plus élevé dans ce polynôme 
est Amx'^~*A; donc 

Si Ton prend la différence de AF(^), ou A2F(^), le terme de 
degré le plus élevé dans le résultat s'obtiendra en multipliant 
le terme de degré le plus élevé dans AF(^) par m — i et A; 
on aura donc 

A» F{x) = Am(m — i)a:'«-«A* -1- . . . , 
A»F(a7) = Am(/n — i)(w — ^)x^-'^h*-^ .... 

A'*F(a7)= \m{m — i)(m — 2). . .(/n — n-t- i)rF"»-«A'»-r . . . , 

et, en particulier, si n=^ m, 

A'»F(a7)r^ A/n(/n — i)...3.2.iA'". 

Ainsi la différence m*""*^ d'une fonction entière de degré m est 
égale à une constante, et, par suite, les différences d^un ordre 
plus élevé sont nulles. 

Quoique les formules suivantes soient peu employées, nous 
les signalerons, parce qu'elles peuvent avoir quelque utilité, 

Aup — (u -t Au)(p -T- Ap) — uv = uLv -i- vLu -\- Am A(^, 

A(u -jzv) = Lu -Jii A(^, 

u u- - \u u _ pAm — uLv 

V ~ V — Lv V ~ \^{v -h \v) 



on les retrouvera le plus souvent quand on en aura besoin, 
sans qu'il soit nécessaire de les retenir. 
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Parfois la variable x peut recevoir des accroissements 
fi, /i', II!', . . . successifs inégaux. Pour ne citer qu'un exemple, 
considérons la fonction a^; nous aurons 

la^ = a^-HA _ a* = a*(a^ — i), 

^2a^=a^-H^'(a^ — i)— a^(a^— i)— a*(a^ — i)(a^'— 1 ), 



II. - Formules servant à calculer A'»/ en fonction de /(^), 
f{x-\- h), f{x-\- 2 A), . . ., et formules inverses. 



Soilune fonction /(j?) quelconque. Posons 

0)/(ar)=/o, f{x-^h) = fu /(:r-i-aA)=/„ ..., /(x -^ nh) = f^. 
Nous aurons 

W A/o=/i-/o, ^A=--A-/u A/2=/3-/„ ...; 
nous obtiendrons ensuite 

(3)Ayo=A/,-A/o, Ay,= A/,-A/„ A»/2 = A/3-A/„ ..., 
puis 

^« A3/o = AVi-AVo, '..; 

SI, dans (3), on remplace A/i et A/o par leurs valeurs (2), 
on a 

AVo-A-^/1^/0 
et, de même; 

La formule (4), à Taide de celle-ci, devient 

AVo=/3- 3/,- 3/1-/0. 

^1 l'on examine attentivement les formules donnant A/o, 
^Vo> ^^/o) on ne tardera pas à soupçonner la formule 

(5) A'»/o = f;n - Clfm-1 -^ CJnAn-2 - ... -h /o, 

^^ ^ijî G^iî • • • représentent les coefficients du développe- 
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ment de {a-\-x)'^. Admettons la formule (5) pour toutes 
les valeurs entières de m inférieures à une certaine limite, et 
démontrons qu'elle subsiste en changeant m en m -h i . Comme 
elle a lieu pour m = i , 2,3, elle sera générale. La formule (5), 
appliquée à la fonction f^(a:)=/{x + A), donne 

^'"/l =//n-Hl - Cl/m -4- Cjn/m-l — . • • ±/„ 

et, en soustrayant (5) de cette nouvelle formule, on a 

c'est-à-dire, en vertu des formules connues qui ont lieu entre 
les quantités C^, 

cette formule n'est autre que (5), où m a été changé en m -f- 1 . 
La formule (5) est donc générale. 

Corollaire, — Il est bon d'observer que la formule (5), 
que l'on peut écrire symboliquement 

en changeant les exposants de / en indices, aurait encore 
lieu si l'on avait 

c'est-à-dire si les accroissements successifs A, A', h!\ . . . 
donnés à x étaient inégaux. 

On peut obtenir une formule inverse; en effet, on a, par 
les formules (a), 

(6) /i=/o^-A/o, /2=/i-+-A/i, ... 
et, par les formules (3), 

(7) A/, = A/o-4-A»/o, A/, = A/, -f- AVi, .... 

Si, dans la seconde formule (6), on remplace /i et A/i par 
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leurs valeurs, tirées de la première formule (6) et de la 
première formule (7), on a 

/î=/o-+-aA/o-f- A«/o. 

On vérifie sans peine 'que'- 

/3 = /o -+- 3 À/o .t 3 A«/o -+- A»/o, 

et l'on est tenté de poser 

/m = /o -t- Ci, A/o -+- c^ ±î^^- . . . -t- A'-yo; 

• > • • 

on vérifie cette formule comme la forikirle (;5), en observant 
que, si elle est vraie, on a encore 

fm+l = /i -r- G ;„ A/i -+- C J, AVl H- . . . + ^%îr 

d'où 

A+i =/o-4- A/o-f- C;„(A/o-f- Aî/o)-+- Gj,(A«/o-+- AVo>H-: • • 

et, en vertu des propriétés du symbole C^, 

fm-i-l =/o -+- (^m+l ^/o -^ G;„+i A*/o-+-. . . . 

^^ a donc, symboliquement, 

/,„=(n-A)'«/o, 

pourvu que^ après avoir développé (i + A)'^ par la formule 
au omôme, on ne regarde plus A'* comme une quantité, mais 
comme un symbole de différentiation. 



III. ^ 



Examen du cas où la différence de la variable tend 

vers zéro. 



Considérons une fonction f{x), finie et continue, ainsi 
4"6 Ses n premières dérivées, quand sa variable reste com- 
P"se entre x et x -+- nh. Supposons en outre que sa 
V -f i)teme (Jérivéc soit bien déterminée ou que sa n*^°^® dérivée 

^ Continue. On aura, en posant A^ = h, 

^''f(^)^f(x-\- nh) ♦- Ci/(iF -+- n=îA) -H Clf{x -+- ^T^ h)-\- . . . ±f{x). 
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Si l'on développe chaque terme par la fprmule de Taylor, 
on a 



— C 



n 



'n 



=Î=I 



' I • 

-Ci(/i-i) 
CJ(n-a) 



A» 



1.2. ..n 



-Gi(n.-i)» 



/>«(a:)-t-A'»+'R, 
— A»+>R, 



±cr' I 



-ur"»— 1 



cr* I'* 



=fcA»+'R« 



Dans cette formule, Ro, R| , ... sont de la forme /"+* (X) 
multiplié par«un facteur numérique; X est un nombre com- 
pris entre ;z? et x -^ nh. Par exemple, Ro est égal à 



A«+»/'»^-»(iF-f-6nA). 



.% . 1 .2.3. . .(/l -Hl) 

• - - 

Cè€le formule s'écrit, en appelant R la somme Rq H- R< +. . . , 



AV(^) = (A'»^0),/(^)4_(A«a:i)o-/(^) 



(A'»iC«)o - 



A« 



1 .2. . .71 



/«(a:)-f-RA»+». 



Dans cette formule, ( A' j;'*)o représente la différence i*^"® de x"^ 
quand on suppose a: = o et Ao; = i , ainsi que cela résulte de 
la formule (5) du paragraphe précédent. ( A'\r'')o sera donc nul, 
comme on Ta vu, pour i < n, et égal à i • 2 . 3 . . . n Lx"^ pour 
i = 71 ou, comme A^ = i , à i . 2 . 3 . « . n. La formule précé- 
dente devient alors 

si l'on divise par A'*, on a 

lin J \ y ' 

et, quand on fait tendre h vers zéro, on voit que, sif"'^*(x) 
existe, ou si f^{x) est continu, la limite de / \^ pour 
A^ = o est f^{x). 
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IV. — Formules d'interpolation de Newton et de Lagrange. 

Interpoler, c'est trouver une fonction qui prenne des valeurs 
pilonnées pour des valeurs correspondantes données de sa va- 
^riable. Le problème de Tinterpolation est donc indéterminé. 
Lagrange s'est proposé de résoudre le problème deTinterpo- 
llation en assujettissant la fonction înterpolatrice àétre entière 
et de degré inférieur d'une unité au nombre des couples de 
valeurs simultanées données de la fonction et de la variable. Sa 
f formule, donnée dans les Eléments, est 

(I) /(^)=y ZM û^ . 

^09 ^i-) ' ' -y ^fi ^^^^ ^^s valeurs données de la variable, et 
y(;2:o), - • •? f{^n) les valeurs cprrespondantes données de 
/(a:) ; et Ton a 

F(ar) = (ar — a7o)(iF — a?i) . .. {x ^ Xn)- 

On peut vérifier la formule (i) en observant que : i** le second 
membre est bien de degré /i, F(^) étant un polynôme de 
degré n -f- i divisible par {x — Xi)\ a° si l'on fait x = x^^, le 
second membre, qui peut s'écrire 

{X—Xo) ... {x — Xi-^){X -- Xi^x) ,.,{X — Xn) ., . 






Xo) ...{Xi — Xi-i){Xi — Xi+i) . . . {Xi — Xn) 



devient précisément /(^a); d'ailleurs la formule (i) peut 
s'obtenir en décomposant ^^-4 en fractions simples; eif{x) 
est déterminé en se donnant seulement /(^o)? /(^i)? • • •> 

Il est facile de calculer l'erreur commise quand, à une 
fonction quelconque /(a:), on substitue l'expression 

2 /(^/) F(x) 
F\xi) x — Xi 
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fournie par la formule de Lagrange, comme si elle était en- 
tière. En effet, la quantité 

s'annule pour x=. x^^x^^ . . . , ^^ î elle est donc de la forme 

(x-x.X^-^.) ••• (^- ^») ,-.11: 3... (n -H.) • 

X désignant une moyenne entre x^x^^ X\^ . . . , a:«. Or, ^(x) 
étant la somme Aef{x) et d'une fonction entière de degré n, 
sa dérivée n + i*"^"^* se réduira à/'*+*( j;) ; on aura donc (p. yS) 

•^^^~" ZrfF'(ar,)a7-a7/ ^^^ 1.2.3. ..(/i-f-i) 

Avant Lagrange, Newton avait fait connaître une formule 
d'interpolation fondée sur la théorie des différences, mais qui 
suppose essentiellement que les valeurs données de la variable 
soient en progression arithmétique. 

Reprenons la formule démontrée au § II, 

/\ T ^ ^ 1.^ '*('*— Oa^^ n(n—\){n — 2).,- 

(i) //>=/o-i--A/o-f- ^ ^^ ' A'/o+-^ ^^^^3 -'AVo-i-.... 

Si Ton y fait n = o, i , 2, 3, . . . , on trouve 

/o =/o, 

A = /o -t- A/o, 

A =/oH-2A/o-l- A»/o, 



Donc le second membre de (1) se réduit de lui-même à 
/o> f\y •••?//! pour n = o, i, 2, ..., /i, c'est-à-dire pour les 
valeurs de la variable, x^ x -\- h^ x -{- 2.h^ ..., x -{- nh. 
Si donc on pose 

â? H- nA = A, n = — £ — > 
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Sa formule (i) deviendra 

/(X) =/(a7)-t- — ^ A/(*)+ -^^ ^^j l*/(x) 

^■el le second membre de cette formule deviendra f{x) pour 
;^ = ^, y^(^ + '0 P^"^ X = j? H- A, /(x -+- a A) pour 
f^t = a: -\- 2. h y .... Ce second membre, limité à ai -f- i pre- 
!|iiiîers termes, sera donc une fonction entière de X, de degré w, 
^se réduisant à des valeurs arbitraires /o,/«, • . . ,/« pour des 
^= valeurs de X en progression arithmétique. Cette formule est 
/ celle de Newton. Nous allons nous y arrêter. Posons 

X — xl/(x) (\ — x){\ — x — h)\\f(T) 



; / ^, X \ — xir{x) {\ — x){\ 

l ( /(X)-/(-)--r- -nr^-- ^ 

1 (:S. — x)...(X~x — n~-ih) \\jfX 



1 A2 

.r) 



1 . 2 . 3 . . . n A'* 

(X— ar)...(X— a? — nA)P 

1.2.3. .. (n-i- I)M^-l 

et considérons la fonction de z 

z — oc bkf {z — xMz — T — K)...\z — X — n — \h)\^f 

^—f^^^ i h ~~'" 1.2.3. ..n hn 

{z — x){z — X — h)...(z — T — nh) P 



i.2.3...(/i-. I) A'*-^* 

Cette fonction s'annule pour ^ = X et pour z=^x^x -{- h^ 

^ a: -\- nh\ sa dérivée (/i -h i)^''"^® doit donc s'annuler pour 

une valeur moyenne entre X, a:, x-{-h^ . . . , x -\- nh. Donc 

fn( \ I.2.3.. . (/l-^ l) P _ 

^ ^^^ 1.2.3. ..(/i-f- I) A«-^-i ~^* 

et, par suite, 

P = h^^^f'^{z). 

La formule (a) donne alors 



^^/(X)-/(^)-— |— -^^ + ...- 1.2.3. ..Al Â^ 

(X-/i)...(X-:r-nA) 

1.2.3... (n-h 1) "^ ^ ^' 
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z désignant une moyenne entre :r, j? -h ^ , • . . , X. Si, dans cette 
formule ainsi complétée, on fait A = o, en tenant compte de ' 

la relation lim-r^ z=f"(^x)^ on retrouve (ce qui devait être)la 

formule de taylor 

-^^ '^ -^^ '' I ^V / I.2...(/l-h I)'' ^ ^ 

Présentée sous la forme (3), la formule de Newton devient 
une identité, et convient à toutes les fonctions continues ad- 
mettant n dérivées continues ou une (/i -h i)*^™® dérivée bien 
déterminée. 



V. — Formule de Newton généralisée. 



Posons 



C*! — Uq 

(,) fi^izli^ ^ f^a„ a,). 

^ Ui — Ui y\ a» 1/ 



puis 

/ON /(a2,ai)— /(ai, qo) //^ ^ ^ n 
w) =/(«2, «1, «o). 

0*2 — t*0 



puis 



/(a s, aa, a{)—f{a^, a,, ao) //^ ^ ^ ^ x 
T ;;; =/(«3» «21 «1, «0), 

CI3 — c*o 



Nous aurons évidemment 

(4) /(«i)^/(«o)-4-(ai —«0 )/(«!, «0). 

(5) /(«î) =/(ai)-+- (aa — a^)f{ai, ai). 

Si l'on remplace /(a«) par sa valeur (4) cty(a2, a^) par 
sa valeur (2), on aura 

f{^i) =/(«o) -H(ai — ao)/{ai, ao) 

(«2 — «i)[(«2 — «o)/(«2, «1, ao)— /(ai, ao)], 
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t-dire 

(<^2— «l)(«2— «o)/(«2, «1» «o)- 



|iest ainsi conduit à soupçonner la formule 

/(«/») =/(«o) -4- (a« — Oo)/(«i, «o) 

-+-(«11 — «i)(«ii — «o)/(«2> «ij «o)-+-» • •» 

Von vérifie d'ailleurs sans peine. Posons 



\ 



/(a?) =/(aa) -I- (ar— ao )/(«!, ao) 

-H (a? — ao)(^ — ûti)/(ai, ai,ao)-H. . . 
-f- (ar — ao). . .(a? — «/*-!)/(«.•», «/»-i) ... 1 «0 ) 
P(a7 — ao). . .(ar — a;,). 



La fonction de z 

\js) — /(«o) —(-« — «o )/(«!, ao) — ..,— F{z — ao).. .{z — an) 

mulera : i° pour ^ = ^, en vertu de la formule (7); 
pour .s = «oî <^ii •••9 (^n-Kt en vertu de la formule (6). 
(/i -^ ,yème (l(irivée sera donc nulle pour une valeur $ de z, 
^enne entre 5, «o» <^m •• •• Donc 

yvï4-i(j)_p.i..2.3...(n -h i) = o. 
Irant P de là pour le porter dans (7), on a 

/(ar) = /(ao) -4- (a? — ao)/(a„ ao) -1- . . . 

-f- (^ — ao)(ir — ai) ... (a? — a^-x) /{a^ an-\, .... «o) 

(g- — ao)(a: — ai) . . . (x—ag) f^ut\ 
"*" 1.2.3. ..(/1-+-1) -^ ^^^' 

îtte formule d'interpolation est due à Ampère. A la forme 
irès, du reste, elle ne diffère pas de la formule connue de La- 
grange. 



VI. — Antres formules d'interpolation. 

Soient yo) /m • • ■ > //i les valeurs de la fonction interpolatrice 
pour les valeurs correspondantes ^o> ^n • • •> ^/i de la variable x. 
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Brassinne {Journal de Liouville, i " série, t. II) a fait connaître 
la formule suivante : 






— a?! )-* -4- . . . 

Xi) 



1-1 



où F(^) désigne le produit (x — Xq) {ûc — ^^) ... (a? — :«?«), 
et où Aq, A<, Aa, . . . désignent des quantités arbitraires. On 
peut récrire 

•^^ ^ Ao{x — Xo)-^ -h Ai(x — Xo)-^ -i- . ,. 

Voici une formule tri gonom étriqué : 



h 



f{x) =/{x,) 



/(^i) 



sin(a: — a:i)sin(a: — Xt) , . . sin(â7 — Xn) 
siQ(iFo--iPi)sin(a7o — a7j) . . . sin(aro — ^n) 

sin(ar — iro)sin(a7 — Xf) . . . sin(ir — a?») 
sin (iFi — Xo ) sin (a?! — a?] ) . . . sin {xi — Xn) 



On pourrait, par les méthodes suivies plus haut, trouver 
une limite de Terreur commise en appliquant ces formules. 



Formule d'interpolation de Gancliy. 

La formule d'interpolation de Cauchy a pour but de faire 
connaître une fraction rationnelle dont le numérateur soit de 
degré m , le dénominateur de degré n, et qui, pour m + /H- i 
valeurs données «o? <^«j- • •? ^m+n de la variable ^, prenne 
m + n + I valeurs données également. 

Soit /(j?) la fonction cherchée. Posons 

(^(x)={x~ao)(x — ai)...{x — a„)y 
^{x)= (x — an+i){a; — an+i) . ^ .(û:! — am-^-n)' 

La fonction 

/(ao)f(ai) ..,f(an) 






(0 



iKao)^(ai)... ^{an) 



^(x) 



i=n 



1 



1=0 



/(ap) .../(an) ^(ai) _ 

^{ao) .. . ^{an) f{ai) (x — ai)^'(ai) 



cp(x) 
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annule pour x = a«+< , a«+2 , . . . , an^m î de plus, son dénomi- 

ateur, abstraction faite du facteur V/ ^{ t/ "\ > commun 

tKao)...<Ka/») 

u numérateur, est précisément égal à îr— (> en vertu de la 

3rmule de Lagrange, pour^ = «q, «i, ..., ««; donc, enfin, 
ette expression (i) se réduit kf{x) pour x = «o» <^m •••? ^n 

t à zéro pour x =■ Cln^i , Cln+2j •••5 ^n-^m» 

Soient N le numérateur, D le dénominateur de l'expres- 
ion (i); effectuons dans N et D toutes les permutations dont 
es indices o, 1 , 2, 3, . . . , m + n sont susceptibles ; soient N< , 
^2î •••)N(i les diverses valeurs de N, et D|, D2, ..., Dji. celles 
le D ; on aura 

ff^\ Ni H- N; -f- . . . -h N^ 

în effet, faisons, par exemple, x^= a^y dans l'expression pré- 
cédente. Le numérateur se réduira au produit de /(«o) P^r 
me somme de termes de la forme 

[uant au dénominateur, il se réduit, pour x = ao,k une 
omme de termes de la même forme, puisque l'expression yt 
e réduit k /(œq) pour x = ao^ si N, ne se réduit pas à zéro. 



VIL — Expression des dérivées en fonction des différences 

et vice versa. 

Étant données les dérivées d'une fonction f{x)^ on peut 
alculer A'*/ par la formule de Taylor. Nous avons trouvé, en 

herchant la limite de - — > 

.»/ = ( Ax«)„ -—r -/"(x) + ( Ax»+« )„ -_— /»^. (^) . . . 

m 

)n peut écrire, dans cette formule, un nombre de termes 
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avirsî rraiMl qne Fou ixMMln. et le dernier sera d'one foi 
ytkT^JcnhiTt k l»q«eBe il ef4 inutile de nous arrêter. Mais] 
f<irt «^ ^^rcif*c»««r ht qoestîoo ioTerse : connaissant 

/xu A/xu A«/«x), ..., 

cklciileT f X ./''X' Voîci comment Lagrange aifj 

éXï résoltiit [t&r une induction très curieuse : posons la l| 
mule >^~mLK>lîqiie 

•roù. supprimant /comme s'il était un véritable facteur, < 

t't. par des calculs tout aussi peu rigoureux, 

A— I =<^**, AD = log(i — A). 
Appliquant à log»' i — A Ma formule de Tajlor, on a 

A' A* 

2 3 

et, multipliant par y, 

h D/ ou hf\x^ = A/— \ AV- 1 A»/— ... . 

i^uoique ces calculs soient tout à fait dépour\'us de sens 
résultai est très voisin de rexaclitude. Et, en effet, n 
avons vu que Ton avait 

AX;=Ax>- -^ A/- —^ —- AV-... 

X— xX — J-— A \— T — nh ^ 

... //ï-i-i/Ç). 

, ,, . f(\^~f(T^ 

lirons de la iv — ^- * — » nous aurons 

A — X 



A ^îzr^ - = V- — jÂ- - ^V— • — .../ 

Faisant alors X = ^, il vient 

(i; hr(x) = ^/-ly-/-^...±l^nf-^lfn^,^^^ 



V»+l 
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désignant un nombre compris entre a: et a: -\- {n — i)h. On 
•ait d'une façon analogue le développement de h^f"{x)^ 
liais il serait plus compliqué. 
Quand on interpole, on peut faire usage de la formule ( i ) 
)ur calculer la dérivée de la fonction interpolatrice ; mais, 
>mmey*'*+*(^) est inconnu, il est difficile de faire usage du 
rnier terme; alors, le plus souvent, on calcule dans le 
bcond membre un nombre de termes assez grand pour que les 
livants paraissent négligeables. Sans doute, ce procédé est 
lexact, mais, à défaut de connaissances précises sur la nature 
Ja fonction empirique que Ton étudie, on choisit les hjpo- 
lèses les plus plausibles, et il faut dire que la formule ( i ) 
fournit généralement des résultats pratiquement suffisants, 
\i h est petit. 



[. — Application du calcul des différences à la construction 

des Tables numériques. 



Je suppose que l'on veuille dresser une table des diverses 
valeurs de la fonction a:*, pour des valeurs de x en progression 
/arithmétique dont la raison soit A^. 

On peut éviter de longs calculs comme il suit : on observe 
que A* a:* est constant, que les valeurs de A'o;^ seront con- 
nues dès que l'on connaîtra l'une d'elles ; il suffira, en efi'et, d'y 
ajouter (ou d'en retrancher) successivement la difi'érence 
constante A*a:^. Ayant formé les valeurs de A^^r*, il suffira, 
pour former celles deA^^*, de connaître l'une d'elles. On aura 

alors 

A2(^-uA:r)^ = A2^''-T-A^^% . . .; 

ayant formé les valeurs de A^o;*, il suffira d'avoir une des 
valeurs de A^* pour posséder toutes les autres; enfin , pour avoir 
toutes les valeurs de a:*, il suffira d'en posséder une seule. 
Ainsi, par de simples additions ou soustractions, on se pro- 
curera toutes les valeurs de ^*, connaissant une valeur de x 
et les valeurs de ses différences. 



I IQ 
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Dans le Tableau ci-dessous, on a supposé ^x = i, et Toi 
formé, au moyen de la méthode exposée, les quatrièmes pi 
sances de 4> 5, 6. On a calculé directement o*, i*, 2* et 
que Ton a inscrits dans la colonne intitulée x^ ; dans la coloi 
intitulée A, on a inscrit Ao*, A i*, Aa*; dans la colonne A*, 
a inscrit A^o*, A^i^; on a inscrit, dans la suivante. A' 0* 
T()ul(îs ces différences ont été calculées au moyen des quat 
premières valeurs o, i, 16, 81 de x^ , Quant à A*o, on l'i 
calculé directement; il est égal à i.a.3.4. 



X 




X* 




A 


i 

A» 


A» 


I 


14 


36 


I 


I 


15 


5o 


60 


1 


16 


65 


110 


84 


3 


81 


175 


194 


108 


4 


•^56 


369 


3o2 




5 


625 


671 






6 


I ?.()6 









A< 



La Table une fois préparée, on a procédé ainsi qu'il suit : 

En ajoutant A*o^ — 24 à A'o^ = 36, on a obtenu A^o* = 60 

En ajoutant ce nombre à 5o = A^ i ^, on a obtenu A^ 2* = 1 10 

En ajoutant ce nombre à 65 = A 3^, on a obtenu A 4*= 175 

Enfin, en ajoutant ce nombre à 81 = 3*, on a obtenu.. . 4* 

En ajoutant 24 — Ao* = Ai^ i à 60 = A' i*, on a obtenu. A' 2*= 84 

Une marche analogue aurait permis de calculer ( — i)*, 
( — 2)^ , . . . par de simples additions ou soustractions. 

Cette méthode peut être étendue à des fonctions quelconques 
qui ne sont pas entières, quand les différences A.r ne sont pas 
très grandes : i** parce que l'expérience apprend que, le plus 
souvent, les différences premières, secondes, . . . vont en 
décroissant et peuvent, au bout d'un certain temps, être 
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Insidérées comme nulles, au point de vue du calcul numé- 
le; 2° ou bien parce que l'on a des procédés pour calculer 
îctement les différences d'un certain ordre. 

Dans les Tables de logarithmes, par exemple^ les différences 

îmières restent longtemps constantes; les différences se- 
mdes sont donc, au point de vue numérique, nulles, c'est- 

lire négligeables. 



^. — Application à la construction des Tables de logarithmes. 

f 

La formule de Taylor nous a permis de développer la fonc- 
tion log( i -{- x) en série; on a trouvé (p. 90) 

^2 qr*i f% 

1 g ( I ~ X ) = jr — -- -i- -- — ~ - i- . . . ; 

en changeant ^ en — x, on a 

.r' x^ x^ 



log(i — x) = ■ X - 

d'où, par soustraction, 

, I -f- ar / x^ x^ 

° I — X \ 3 5 



234 



x^ 

1 



Si l'on remplace x par > on trouve 

2 X — T~ I 

, ip-j-j _ r ï_ T 1 

'^^ x ~^L2a?-+-i "^ 3(2:r-^^)3-^•••J• 
^ Cette formule suppose que Ton a affaire à des logarithmes 
f népériens ; en posant alors 



loff Vulff^ = M i::^ , , 

^ ^ log 10 



on a 



et, cette fois, les logarithmes sont pris dans la base 10. Celte 
L. — Traité d'Analyse, 8 



Il4 CHAPITRE lY. 

formule donne donc les différences tabulaires au moyen d'une 
série d'autant plus convergente que x est plus grand. 
De laformule précédente, on tire, en changeant :r en ^ — i, 

log^-log(^-,) = .M(^-^+---L-^, +...), 
et, par soustraction, 

log(a:-f-i) — 2loga7 + log(a7 — i) = — 4M ( ^_ -h... j. 

Cette formule fait connaître les différences secondes : elle est 
encore bien plus convergente que la première. Nous montre- 
rons seulement l'usage que Ton peut faire de laformule (i).ll 
faut d'abord calculer le module. Supposant alors M = i , pour 
commencer, on a 

(2) lognép(a7-h i) — lognépa7= a( — h. .. ) 

et, en faisant x = ij 

Ayant calculé lognépa au moyen de cette formule, on ^^ 
déduira lognépS en triplant; en faisante: = 8 dans la formule 
(2), on en déduira lognép 9; puis, en faisant j; ^ g, on aii-ï'^ 
lognépio et par suite M. Ce calcul une fois effectué, av^c 
une exactitude suffisante, on fera successivement j; = lOoO; 
^ = 1001,... dans la formule (i); des séries très convergentes 
fourniront alors les différences tabulaires d'où l'on déduira 
les logarithmes des nombres, car on sait que logiooo= 3. 

Comme on a calculé directement loga et logp, on pourra 
en déduire log4, 8, 16, . . .,log5, 10,20, . . . , log3,9, 27, " '' 
log6, 12,. . ., ce qui fournira des vérifications de temps en 
temps. 
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X. — Colutniction des Ta&lea de einni. 

On a proposé de calculer direclement les labiés de loga- 
rithmes de sinus au mojen de certains développemenls en 
série dont il sera question plus loin. Mais nous pensons que 
l'emploi des méthodes plus élémentaires est au moins aussi 
rapide. 

Pour construire uae table de sinus et cosinus naturels, on 
fait usage des formules de Simpson, démontrées dans les élé- 
ments de Trigonométrie, etque nous transcrivons de nouveau: 



[ sin ( wr -+- 1 ) — sin mA ] — [ sin mA - 



n(/n 



i)A] = -aisinwiA, 



A: désignant la quantité très petite i — cosA = asin' J A 
Cette formule, en y faisante = ix, mh =x, peut s'écrire 



On a, de même, 



ïs(3: 



-lx)--'t.kci 



IjCS formules de Simpson font donc connaître, en délinitive, 
\ les différences secondes des fonctions sin jr, cosa;. 

Pour dresser une table de sinus, par exemple, on formera 
' -un tableau analogue à celui qui est figuré ci-dessous : 



Arcs. 

1 


SiDus. 


ù. 


i'. 




\ . 





Asino 


— a/: a 


nk 


1 A 


si(iA 


Asiti/i 


-2.ks 


naA 


'i ïA 


sinaA 


AsinaA 








siD3A 









Dans la colonne intitulée Arcs, on inscrit les arcs 
'^i Asijj 2^ ^; aAa:, ... ; dans la colonne intitulée Sinus, 
<"> iQscrii o et sin h que l'on suppose connu ; dans la colonne 
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intitulée A, on inscrit A slno, ou, ce qui est la même chos^^ 
la valeur de sinh; dans la colonne intitulée A^, on inscrit 
d'abord — 2ksinh = A^ sino, que Ton peut calculer, puisque 
Ton connaît 2 A" et sin/«. Connaissant A sino et A^ sino, on a, 
par une simple addition algébrique ou par une soustraction 
arithmétique, Asin/;, que Ton inscrit, puis sin2A, que Ton 
obtient en ajoutant sinA avec AsinA que Ton vient de cal- 
culer; connaissant sinsA, on calcule 

— ik s'ini h — A* sin^, 

et ainsi de suite. 

Il reste à montrer comment on calcule sin A, A*, et comment 

on se ménage des vérifications : sin A se calcule au moyen de 

la série 

A' 
(i) sinA = A - r-i-..., 

I .2.3 

et /: := ( I — cos A) au moyen de la suivante : 

A2 A* 



cos A = 



I .2 t .2.3. 



/ 



ces séries ont été données page 49« On pourra calculer 
quelques sinus, soit au moyen de la série (i), soit au moyen 
de la suivante : 

.,.../ A2 Av \ 

sin(a -r- h) = sina ( i i — - — . . . i 

V 1.2 1.2.3.4 / 

-r- COS a { h — 



1.2.3 

quand on connaîtra sina et cosa. 



II. — Application de la théorie des différences à la résolution 

des équations. 

On peut faire usage du calcul des différences pour sub- 
stituer des nombres équidistants à la place de .r dans la fonc- 
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*%/(^). Si la fonction f{x) est entière, les différences 
tf un ordre égal au degré de f{jc) seront constantes, ainsi que 
Doas l'avons montré, et Ton peut en profiler pour calculer 
plus facilement /(j:r),/(^ 4- A), /(a: -i- 2A), . . . quVn fai- 
sani un calcul direct. Nous avons observé que, si la quantité 
k était petite, les différences d'un ordre plus ou moins élevé 
devenaient constantes, numériquement, même pour des 
fonctions transcendantes. Le calcul rapide des quaniilés/(j:'), 
/■(jr —h- A), . . . , par la méthode des différences, peut alors ré- 
véler, dans un certain intervalle tel que /( j") et /(x -h h) 
soient de signes contraires, la présence d'une racine de 

Il y a plus : en supposant /{x) ei/(x -i-/i) de signes con- 
traires, et en appelant :r -j- e la valeur de la racine, de telle 
sorte que /(x 4- s) =r o, on aura à peu près 

Cela résulte de la formule de Newlon 

quand on yf fait f{x) = o, /o =/( j;), x — Xq = £, et que 
l'on néglige les termes dépendant de A^, A\ .... 

Quand on a découvert un intervalle, /i = Ar, comprenant 
une racine de/(x) = o, on peut diviser de nouveau cet inter- 
valle et calculer les valeurs de/(j:r), y (^r^- h')yf{x-\- ih'), .; . , 
h' désignant une nouvelle différence de x moindre que h. 
Posons 

h — ^Xj h' = ^Xj 

/{x-i-\x) - /(x) = A/, f(x^ùx)- /(x) = 8/, 
£i/{x -+- A^) -^/{x) = A2/, 8/(^ - 8:f)- 8/(^) = 8V» 



Nous allons montrer comment on peut calculer 8y, 8=y, . . en 
fonction de A/, A^/, .... 
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La formule d'interpolation de Newton donne 

n(n — [a)(/i — 2fi.) 



I . 2 . i . [X* «^ 

Donc 

Si A:]> I, 8*/i = o; siAr;> 2, 5*/i = o et 5*/i(/i — [jl) = o, • • • 
Pour n = o, on tire de là 

8/= -^ H ^ (2/1 — fJH-l)-f-..., 



Voici des formules toutes calculées, pour le cas où [jl = 10 : 

8/= 0,1 A/— 0,045 A2/+ o,0285 A»/— 0,0206625 A^-h. . ., 
82y— 0,01 A^y— 0,009 ^^/-^ 0,007725 A*/ — . . ., 
Ssy = 0,001 A3/— o,ooi35 A* M -I-. . ., 
8*/= 0,0001 A*/— 

Ces formules seront en général suffisantes pour tous les 
besoins de la pratique. 
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THÉORIE DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

D'UNE SEULE VARIABLE. 



I. — Sur les divers ordres d'infiniment petits. 

Nous avons appelé infiniment petit toute quantité va- 
riable ayant pour limite zéro, et quantité infinie toute quantité 
variable susceptible de prendre des valeurs aussi grandes que 
Von veut. 

Pour la commodité du langage, nous distinguerons plu- 
sieurs espèces d'infiniment petits. Une variable a ajant été 
prise pour infiniment petit principal, nous appellerons in- 
finiment petit du premier ordre toute variable P telle que 

la limite de - soit finie et différente de zéro quand a tend vers 



zéro. 



En général, si, a tendant vers zéro, la limite de -^ est finie 

et différente de zéro, on dira que p est d^ ordre /i. 

En appelant donc (oune quantité finie et différente de zéro, 
et ^ un infiniment petit d'ordre /i, on aura 



lim— = co 
a» 



ou 

p _ 



C0 4- e, 



e désignant une quantité infiniment petite; il en résulte 



a'^e est un infiniment petit d'ordre supérieur à /i, car 






120 CDAPITRE V. 

tend vers zéro. Ainsi, la forme générale d'un infiniment petit 
d'ordre n est tù^P -\- un terme d'ordre supérieur à n. 

Quand on parle d'un infiniment petit d'ordre supérieur à n, 
on ne veut pas toujours dire que l'ordre de cet infiniment 
petit soit déterminé et puisse être évalué numériquement; 
on veut dire seulement que le quotient de cet infiniment petit 
par CL^ est nul à la limite. Cette remarque est importante, 
car il y a des infiniment petits auxqtiels on ne peut assigner 
aucun ordre, mais que l'on peut toutefois considérer comme 
étant d'un ordre supérieur à d'autres d'un ordre déterminé. 

Prenons, par exemple, a pour infiniment petit du premier 
ordre; a (loga)~l ne sera d'aucun ordre : en effet, nous savons 

que ^^ — J-" i^c tend vers aucune limite quand a tend vers zéro, 

quelle que soit la valeur attribuée à [jl, et cependant a (loga)"' 
est d'ordre supérieur à l'unité. 

La considération des divers ordres d'infiniment petits est 
extrêmement utile en Analyse ; elle permet de simplifier des 
calculs qui seraient sans cela fort longs. Le principe sur 
lequel reposent ces simplifications peut s'énoncer comme i^ 
suit : 

Lorsque Von cherche la limite du rapport de deux inj^ 
niment petits, on peut, sans erreur dans le résultat, rerr^ " 
placer ces infiniment petits par d'autres, pourvu que l 
limite du rapport de ceux que Von supprime à ceuxqu'o 
leur substitue soit Vunité, 

En effet, supposons que lim— = i, lim ^ = i. Je dis qu 

l'on aura 



En effet. 



P P 



,. a ,. /a a p'\ ,. a' ,. a ,. p ,. a' 
hmp=I.in(^^, -, ipj =l,m^l,mjpl.m| = hm^;. 

C. Q. F. D. 

Mais on peut énoncer le principe précédent sous une autre 
forme, souvent plus utile dans les| applications. A cet effet, 
observons deux choses : 
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I** Si Ici limite du rapport -, est Vunitéj t. différera de % 



■ , d'une quantité infiniment petite d'ordre supérieur par rap- 
^port Cl CL et p. 

En effet, la limite de -7 étant 1, —, diffère de i d'une quan- 
tîté înfininnent petite e, et Ton a 



d'où l'on tire 



?-' -^' 



a — a' - - a's. 



La différence entre a et a' est donc a'e, quanlilé d'ordre siiptV 
rieur à a ou a', puisque le rapport de celte quantité à et! est £, 
qui, par hypothèse, tend vers zéro. c. q. f. d. 

a** Si Ici différence entre deux infiniment petits a et 7.' 
est d'ordre supérieur par rapport à chacun d^eux, la limite 

du rapport -^ ^st i . 

En effet, soit a> la différence entre a et a'; on aura 



d'où 



a — a -"- 0), 






Or, to étant d'ordre supérieur à a', par définition lim - =zz o. 
L'équation précédente devient donc, en passant aux limites, 

lim-; ~ I. 
a 

c. Q. F. D. 

Du théorème démontré tout à l'heure et des deux remarques 
précédentes découle le principe suivant : 

PRINCIPE FONDAMENTAL. — On îî^ altère pas la limite du 
rapport de deux infiniment petits, en négligeant dans V ex- 
pression de chacun d^eux des infiniment petits d^ordrc 
supérieur. 

En effet, cela revient à remplacer les infiniment petits 
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par d'autres dont la limite du rapport à ceux-ci tend vers 
l'unité. 

Afin de bien faire comprendre le sens et le mode d'applica- 
tion de ce théorème fondamental, nous en ferons usage pour 
trouver la limite du rapport 



sino; 



X — x^ 
pour a: = o. 

Nous remarquerons à cet effet que, sin x différant de x 

d'une quantité moindre que — > c'est-à-dire du troisième ordre 

par rapport à x^ on peut remplacer sin x par x\ de même, au 
dénominateur, on peut négliger ^r^, qui est du second ordre 

par rapport à x\ la limite à trouver est alors celle de - 

ou 1 . 

En général, si l'on veut trouver la limite du rapport de dea% 
polynômes en x pour ^r = o, il n'y aura besoin que de consi- 
dérer les termes des degrés les moins élevés, les autres termes 
étant, par définition même, des termes d'ordre supérieur, ^^ 
par suite négligeables. 

\J Analyse infinitésimale consiste dans l'application d 
principes que nous venons d'établir et surtout du princi 
fondamental que nous avons énoncé en dernier lieu. 



II. — Définition des différentielles. 

Soient/(:r) une fonction de x possédant une dérivée /'(a^^)' 

et A^ un accroissement infiniment petit donné à sa variabl -^^ 

On a 

OU bien, en appelant e une quantité infiniment petite avec tk::^^^ 

f(x-^Lx)— f(x) ,,. . 
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> en chassant le dénominateur, 

ai enfin 

Sa désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à A:r, 

puisque £2 = 2 Asr, et que —? r= e a pour limite zéro par 

othèse. En général, f\x) est fini ; donc f'{x) ^x et 
i/{x) sont des infiniment petits du premier ordre qui ne 
lîflFèrent entre eux que par un infiniment petit d'ordre supé- 
lur E2 . 

En vertu de notre principe fondamental, toutes les fois 

'il s'agira de trouver une limite de rapport dont l'un des 

es sera ^f{x) o\if'{x) A^r, on pourra substituer l'une 

ces quantités à l'autre sans qu'il en résulte d'erreur dans 

résultat final. 

Ordinairement le calcul de f\x) ^x est plus simple que 
jcelui de Ay, en sorte qu'il est avantageux de le substituer à 
celui de Ay. L'importance de celte substitution est telle, que 
l'on a éprouve le besoin de donner un nom à cette quantité 
f'(a:) A:r ; on l'appelle la différentielle de/(x). 

Ainsi y la différentielle d'une fonction d'une variable est 
le produit de la dérivée de cette fonction par l'accroissement 
arbitraire de sa variable. 

Cette définition de la différentielle ne suppose pas l'ac- 
croissement de la variable infiniment petit; ainsi la différen- 
tielle d'une fonction n'est pas nécessairement infiniment 
petite^ bien qu'il y ait le plus souvent intérêt à la consi- 
dérer comme telle. On représente la différentielle de la fonc- 
tion f par df\ ainsi l'on a 

df=f\x)Lx. 

On voit donc que la différentielle df diffère en général de 
FaccroisSement A/, mais par une quantité du second ordre. 
Si, cependant, on avait f\x)= 1 ou f(x) = x -i- c^ la for- 
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mule précédente donnerait 

En particulier, si Ton prend f{x) = x^ et, par suite, 

/*'(^)z= I, la formule qui définit rf/, à savoir df=^f\x)Lx^ 

donnera 

dx = A^. 

Ainsi, l'accroissement ou la différence et la différen- 
tielle de la variable indépendante sont égaux, 
La formule 



qui sert de définition à la différentielle de/, pouiTa donc 
s'écrire 

d'où l'on tire 



^1 

G - 

'■] 

i 
ii 



Ainsi, la déri^'ée d'une fonction est rigoureusement le 
quotient de la différentielle de cette fonction par la diffé- 
rentielle de sa variable. Nous adopterons le plus souvent ]J| 

la notation -^ pour représenter la dérivée de /. On sentira 

plus tard toute la supériorité de cette notation, due à Leib- 
nitz, sur celle de Lagrange, qui est celle que l'on emploie 
dans les éléments {voir, à cet égard, le paragraphe relatif au 
changement de variable). 

La différentielle df est une fonction de ^ ; à ce titre, elle 
possédera elle-même une différentielle (si elle a une dérivée); 
cette différentielle, rf.rf/*, se représente par d'^f, La différen- 
tielle de d^f se représente par rfy, ... ; et df, d^f, d^f^ ... 
sont àilesles différentielles première, seconde, troisième, . . . 

de/. Soit 

df=fdx', 

pour avoir d.df ou d^f, il faudra prendre la dérivée de 
df ou de f'dx^ et multiplier le résultat par dx. Or, dx^ 



i 



DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D*UNE VARIABLE. 125 

froissement arbitraire Ax de x^ est indépendant de x ou, 
t Von veut, est constant quand x varie ; la dérivée de f'dx est 

tune f" djc et sa différentielle /''t/x. dx ou /''rfx^. Ainsi 

b d^f^fdx\ 

Pbù Ton tire 



dx^ 



=r^ 



k qui nous autorise à adopter la notation -r^ pour repré- 

pnter la dérivée seconde de/. 

Ei, Pour avoir d.d^/ ou la différentielle troisième d^/ de/, il 
^udra différentier /''rfj;2^ qui ggt égal à d^f; pour cela, on 

prendra la dérivée, /''c/j;^, et on la multipliera par dx^ 

qui donnera 

d^f = fXx) dxK 

ainsi de suite. En général, on aura 

qui nous autorisera dorénavant à employer la notation 
pour représenter la n^^™* dérivée de /. 



III. — Remarques an sujet de la formule de Taylor. 
Reprenons la formule de Taylor, et écrivons-la ainsi : 

le ne suppose pas la dérivée n'^™®, f*{x)^ continue dans 
'intervalle qui sépare ^ de ^ 4- A ; elle suppose simplement 
roe cette dérivée existe. 

Supposons maintenant que/'*(jî) soit continu; alors on a 

/» (ar + 6 h) =/« (x) + e, 
U désignant une quantité infiniment petite avec h ou a /or- 
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tiori avec 6 A ; on pourra donc écrire la formule ( i ) ainsi : 

I*2 l«2***/c> 

E„^i désignant ? c'est-à-dire une quantité d'ordre su- 
périeur à n quand on suppose h infiniment petit. E^^j , telle 
est la forme que l'on peut donner au reste dans la formule de 
Taylor, quand la dernière dérivée employée est continue. 
Maintenant, supposons h = A^; nous aurons 

/(x-^h)^/(x) = ^/(x). 

La formule (2) pourra alors s'écrire 

1.x 1.2.0... iv 

Or on a, par définition, 

f{x) ù.x^f{x)dx =df, 

f{x)t^^:=.f{x)dx^ = d^f, 



f"'{x) Aa:« =/» (x) dx^ = d^f. 
La formule précédente devient alors 

(3) A/=rf/-,^rfy-^^ciy.-...H-,-^rfy-.E,. 



( 



^n+i désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à^ 
quand on suppose \x = dx infiniment petit du premier ord 

Cette formule suppose la continuité de /'*(^) quand ^ 
variable reste comprise entre x et x -^ dx. 

La formule de Taylor est souvent employée sous 
formes (2) et (3). 

IV. — Comparaison des différences et des différentielles. 



es 



Nous avons vu que 



lim —^ = fn(x\ 



ï 
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On peut écrire celte formule ainsi : 

désignant une quantité infiniment petite avec ^x = dx. 
Remplaçons \x par dx et/" par son égal -j-*^; nous aurons 

dx^ ~ dx^ 

POU bien, en appelant E^+i Tinfiniment petit d'ordre supé- 
rieur à n qui est le produit tdx"^ 

Cette formule montre que la différence n}^^^ d^une fonc- 
\ lion est égale à sa différentielle n^^'^^, à un infiniment petit 

près d'ordre supérieur au n^^'^^. Les quantités d"f et A''/ 
■ sont d'ordre /i; elles pourront donc se substituer Tune à 

l'autre dans la recherche de la limite d'un rapport. On a 

d'ailleurs 

1. ^y 

lim j-^ = I. 

dnf 



V. — Remarques snr le Calcul différentiel. — Son avantage 

snr le calcul des dérivées. 



La différentielle d'une fonction étant le produit de sa 
dérivée par la différentielle de la variable, on aura 

d,x"^ = mx"^~^ dxj 

d\osx = - dxlose, 

X 

de^ = e^ dxj 



11 est bon de noter les formules 



d (u dz V dz w) = du dz di> ±: dw, 
d{uvw) = vw du-\- uw dv -r- uv dw. 



jU vdu — udv 
a— = 



V V 



1 
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Ces formules se démontrent en observant que, si Ton divise 
par dx^ les quantités -j-y -i-/> • • • représentent les dérivées 

u, v^ . . . , et qu'alors elles expriment les règles de la déri- 
vation des sommes, des produits, des quotients. 
Ainsi, par exemple, la formule 

dérivée de {uvw) — vwu! -r- uwv' ~ uvw' 
s'écrit, avec la notation différentielle ( " ~ ^ ) » 

d{uvw) du dv dw 

— , = vw —. — ;- uw —. r- u\;> -7— > 

dx dx dx dx 

et, en chassant le dénominateur dx^ on a la deuxième formule. 
Notons encore, pour la discuter, la formule 

du _ du dv dw 
dx dv dw dx 



If Ta 

\n 



qui est relative à la dérivation des fonctions de fonctions. ^ 
Au fond, elle est une identité, mais on pourrait craindre 

que -1- n'exprimât point la dérivée de u considéré comnt^ 

fonction de v^ parce que v n'est pas variable indépendante- N 
mais, quel que soit le choix de la variable indépendante, "^^^ 
est facile de constater que les rapports des diverses différen ^^* 
tlelles ne sont pas altérés ; en d'autres termes : 

Théouème. — Quand on prend pour variable indépe 
dante une fonction quelconque de V ancienne variable, l 
différentielles des fonctions quelconques de l'ancienn 
variable ne changent pas de valeur si Vune quelconqu 
d'entre elles conserve une valeur fixe. 

En effet, appelons dyU, dyV les différentielles de u et 
quand ^ = F(j;) est pris pour variable indépendante, et dxU 
djcV les différentielles de u et v relatives à \x. On aura 

dxU = u'j. dx^ dx V = v'x dx. 
Donc 

diU _ u'f, _ Uyv'x __ ^'y __ 'fv dyy _ dyU ^ 
d^ "■ Tç "" ç'y/x " t'y "" v'y dyY ~ dyv' 
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et si dar^ = dy^ = dXy on obtiendra, en particulier, en fai- 
sant i' -^= .r*, 

delt dytl 

C. Q. F. D. 

Ainsi, il n'y a pas à proprement parler de variable indé- 
pendante, et df se trouve être une quantité (|ui ne dépend 
pas du choix de la variable indépendante, tandis que /' varie 
suivant que x ou j' sont variables indépendantes; c'est là 
un des avantages de la notation différentielle; il y en a 
beaucoup d'autres. 

On peut d'ailleurs donner des différentielles une défini- 
tion tout à fait indépendante du choix de la variable, et dire 
que : quand des quantités ii, r, tr, ,.,yX varient simultané- 
ment, leurs différentielles sont des quantités Jinies pro- 
portionnelles aux accroissements infiniment petits simul- 
tanés de ces quantités u, k\ (v, — 

On verra plus loin, au contraire, que le choix de la va- 
riable indépendante influe sur la valeur des différentielles 
d'ordre supérieur au premier. 

A tout théorème sur les dérivées correspond un théorème 
sur les différentielles, provenant de ce que la dérivée et la 
différentielle sont égales à un facteur près, qui est Taccrois- 
sement arbitraire de la variable. Ainsi : 

Lorsqu'une fonction est constante, sa différentielle est 
nulle. Lorsqu'une fonction a sa différentielle nulle et 
qu^elle est continue, elle est constante ; etc 



V. — Sur un mode de raisonnement employé dans l'Analyse 

infinitésimale. 

Lorsque l'on cherche à établir une relation entre diverses 

différentielles, on peut toujours négliger les infiniment petits 

d'ordre supérieur (et, par suite, on aura toujours des équations 

homogènes en considérant la lettre d comme une quantité 

L. — Traité d'Analyse^ I. 
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et cf-, c/^, ... comme ses puissances); le résultat final sera 
exact. 

Une démonstration est nécessaire, non seulement pour 
établir ce fait, mais encore pour bien en faire saisir le sens. 

Je suppose qu'ayant cherché à établir une relation entre 
des différentielles on soit parvenu au résultat suivant : 

(i) A d'-y -i- B <i^2 _^ G dz^- = o, 

où A, B, C désignent des quantités indépendantes de c/jc. 
Tous les termes étant du même ordre, par suite de l'omission 
des termes d'ordre supérieur au second, ce résultat (i) n'est 
pas établi en toute rigueur; cependant je dis qu'il est exact; 
en effet, s'il était inexact, il suffirait d'ajouter l'ensemble des 
termes w d'ordre supérieur au second que l'on a négligés et 
l'on aurait exactement 

A d^y -i- B du'- -^ C dz^ -h (a =z o. 
Divisons cette formule par dx-, nous aurons 



dx'^ \dx dx^ 



Or, quel que soit dx^ on a -j^ = y^ ( 77- ) = ^'" ; donc 

A/'^-B-f-G^'^-!-:^ =«» 

dx^ 

résultat exact, quel que soit dx ; mais, pour dx = o, -j-^ t^ ^^ 
vers zéro et l'on a exactement 

A/'-i-B-}-G^" = o; 

ou en multipliant par dx-^ que nous supposons quelconq^— ^^' 

\d'-y 4- Bdx^ -\-Bdz^ = o. 

Cette formule est donc exacte, et w est rigoureusement nul^ 

Ce résultat cessera d'être paradoxal, si l'on se rappel ^ 
que, quels que soient dx, dy, dz, ..., d'^x^ d^y^ d^^^ - "' 
leurs rapports sont déterminés et que les relations en ^^^^ 
dx^ dy^ ..., devant avoir lieu quelque soit c/^, les termes "^ 
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même degré par rapport à rfir, ou de même ordre, doivent 
êlTenuls séparément. Il suffît donc d'écrire les termes d'ordre 
le moins élevé, qui sont en général les plus faciles à calculer. 
Le degré d'un terme ou son ordre est indiqué par le nombre 
des opérations effectuées avec rf, quand une formule ne con- 
tient que des différentielles et pas d'autres infiniment petits; 
il faut donc que les formules d'Analyse infinitésimale soient 
homogènes en <i, comme si cette caractéristique était une 
quanliié ayant pour puissances rf-, <i^, .... 

Un exemple va nous permettre d'éclaircir ces considé- 
rations. 

Problème. — Un puits cylindrique est plein d^eau; on 
payeaf ^extraction du premier mètre deprofondeurd^eau, 
combien payera-t-on V extraction de Veau sur x mètres 

* hauteur? 

Soit dp l'accroissement du prix, p cherché quand la pro- 
fondeur à extraire croît de dx (je devrais dire : soit A/? l'ac- 
■ froissement du prix quand x croît de dx = ^x ; je néglige 
donc la différence entre A/? et dp^ qui est d'ordre supérieur 
^dp). Ce prix est égal à la hauteur dx enlevée, multipliée 
psr la hauteur x à laquelle elle est transportée, et par un 
facteur R qui représente la somme que l'on paye pour élever 
'e poids de i™ de hauteur d'eau à i" de hauteur, soit K.r dx, 
(Ici encore, je commets une erreur; la hauteur à laquelle on 
transporte la quantité dx n'est pas x\ mais le prix à payer est 
compris entre les prix qu'il faudrait payer si toute l'épaisseur 
dx était à la distance ;r ou à la distance x -\- dx de l'ouver- 
ture du puits ; ces deux prix étant K x dx et K(x H- dx) dx 
ne diffèrent que par le terme du second ordre K.dx^ : l'erreur 
commise sur K.X dx est donc d'ordre supérieur au premier.) 
On a donc 
(') dp = Kxdx. 

^lle formule est rigoureuse, bien que notre raisonne- 
ment en apparence ne le soit pas. D'après ce que nous avons 
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dit tout à l'heure, appelant lo l'ensemble des termes du secon 
ordre négligés, on a 

dp = Kx cijr -h u) ou -, - = K :r -i- -j- • 
^ dx dx 

Faisant dx = o, on a /?' = Rx ; puis, multipliant par dx su 
posé différent de zéro, on reproduit la formule (a) qui e 

exacte. En vertu de celle formule p et ont mêmes dil 

férentielles dp et ¥^xdx\ elles sont donc égales à une con. 
stanle près c; donc 



X 



2 



(?) p^K~^c. 



'1 



On déterminera c en faisant ^ = i , alors p =z a et 

(Y) a = h c. 

•1 

Si l'on veut déterminer à la fois R et c, on fera ^ = o et rorzi^ on 
devra avoir p z= o, car un travail nul ne doit pas être pay* ^^-^5'^' 
et l'on aura 

(o) o —- c. 

Les formules (P), (y), (5) donnent 

K 
a = — et p = ax^. 

'1 ^ 
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CHAPITRE VL 

DÉMVÉES, DIFFÉRENCES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

DE PLUSIEURS VARLVBLES. 



I. — Sur le calcul des expressions s3rmboliqaes. 

On a déjà vu que l'on pouvait représenter par une lettre 
un symbole d'opération. Ainsi l'opération qui a pour but de 
prendre la dérivée de ^ et de la multiplier par/i se représenter 
par 6/cp, . . . Quand on applique deux, trois fois de suite 
l'opération rf, on l'indique en attachant rex])osant 2, 3, ... 
à la lettre d. Cette règle est générale ; pour donner un exemple 
de cette façon de procéder, convenons de représenter par le 
symbole P l'opération consistant à multiplier par^ la dérivée 
de la quantité placée après le signe P; nous aurons 



par exemple, 

Un symbole P est distributif quand on a 

(i) P(a-+-6)=: Pa-+-P6. 

Ainsi, en représentant par D le symbole de la dérivation, en 
sorte que D© = ©', on a 

D(a-f-6)=D(a)-f-D(6), 
A(a -I- 6) = Aa-4- A6, 
d{a -\- b) = da ~\- db \ 

D. A, d sont des svmboles distributifs. 
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Les symboles distributifs sont les plus importants et ne 
allons suivre les conséquences de la formule (i). 

i" D'abord on a 

P(a H- 6 -f- c)= P(a -I- 6)-~- Pc = Pa H- P6 -+- Pc, 

et ainsi de suite. Donc, en général, 

{'!) PSa^SPa. 

2** Les symboles P^, P*^, ... sont distributifs ; on 
appelle puissances de P. 

En effet, on a 

V{a-^b)=Va-\-Vb\ 

donc 

P2(a-+-6)= P(Pa-f-P6)=P.Pa-hP.P6, 

c'est-à-dire 

P2(aH-6)= P2a-f-P2^>. 

On verrait de même que P^, P% ... sont distributifs. 
3° En appelant A une constante numérique j on a 

P . A a = A . P a. 

En effet, si A est entier, on a 

P.Aa = P(aM-a-i-...-î-a)=P<2-hPa...= APa. 

Si A est de la forme —? on observera que 



donc 



et, par suite. 



qV- = Pa; 



PÎ^ = iPa, 
9 9 



pP^ = Ppa, 



1 1 

Cette proposition étant vraie, quels que soient/? et q^ est vn 
pour les valeurs incommensurables de A. 

4° On a 

V{a — b)=Va — Vb, 
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car on en déduit 

ce qui est exact, et de celle-ci on déduit la précédente. 

5® On en conclut 

P(AaiîzB^>=b...) = APa==BP6r: . ... 

On appelle somme de plusieurs symboles d'opérations 
P, Q, R, et Ton représente par P -f- Q + R le symbole 6 dé- 
fini par la formule 

ea = Pa -T-QaH- K«. 

En général, le symbole 6, défini par la formule 

ea = APa ±1 BQa =h GKa, 

se représente par AP zh BQ di CR ; de sorte que Ton a, par 
définition, 

(AP -i- BQ)a = APa BQa. 

(5** Lorsque P, Q, R, ... sont distributifs, AP d= BQ ± CR 
l'est également. 

En effet : 

(AP zi2BQ=:GR)(a-l-6)= AP(a4- b )±iBq^{a -^ b)zl^CK{a h ) 

= APa -f- AP6 ± BQa rr BQ^^ rz. . . 
z= (AP=bBQ=hGR)a-f-(AP=hBQdzCR)^>. 

On appelle produit de plusieurs opérations le résultat 
obtenu en effectuant successivement ces opérations. Ainsi 
l'opération 6, définie par l'équation 

Qa = PQR...^/, 

est le produit des opérations P, Q, R, On représente cetle 

opération par le symbole PQR, . . . , dans lequel il faut bien 
se garder d'intervertir les facteurs; dans la suite, pour expri- 
mer que deux opérations sont équivalentes, nous les sépare- 
rons par ce signe =. Ainsi = P -f- Q voudra dire que, quel 
que soit /, on a 6/= (P + Q)/= P/+ Q/. 

Deux symboles P, Q sont commutalifs quand on a 

PQ/= QP/ 
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7° Si P et Q sont commutatifs, on peut écrire dans un 
ordre arbitraire les symboles P e^ Q répétés dans un ordre 
donné. 

Par exemple, considérons l'opération 

• • • * V • • •./» 

dans laquelle les points remplacent les lettres P, Q écrites 
dans un ordre quelconque. Je dis que 

PO /•— OP r 

les deux membres ne différant que par les opérations écrites- 
En effet, on a 

PQ.../:=QP.../, 

car P et Q sont commutatifs ; répétant sur les deux membre^ 
de cette identité les mêmes opérations, on obtient des résultat'^ 
identiques : 

puisque l'on peut intervertir l'ordre de deux opérations coii-^ 
sécutives quelconques, on peut écrire toutes les opération^ 
dans tel ordre que l'on veut. La même démonstration s'appli--- 
querait au théorème suivant : 

8° Si P, Q, R, . . . sont commutatifs, deux à deux, onpeu^ 
effectuer ces opérations successives dans un ordre quel^^ 
conque, 

9° Si P e^ Q sont commutatifs, il en est de même de P*e^ 

10° SiV^ Q,R, . . . sont distributifs, le produit PQR . . - 
le sera aussi, que P, Q, R, . . . soient ou non commutatifs 
deux à deux. 

m 

En effet, 

V{(a-{-b) r^ Ra-r Rb. 

Mais, Q étant distributif, on a 

QR(a + 6) = Q(Ra-4-R6) = QRaH-QRô, 

puis 

PQR(a -+ b) = P(QRa -4- QR6) = PQRa -f- PQR6. 

c. Q. F. n. 
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n® LcL puissance m}^^^ du symbole (P + Q -f- R) se j orme 
\absolument comme siVy Q, R. étaient de véritables qiian- 
fiités. ^insi 

pourvu que P, Q, R, . . . soient commutatijs. 
En effet, on a 

(P + Q)V=(I>^Q)(P-^Q)/ 
OU 

(P -+- Q)^/= (P + Q)(P/-+- Q/) = P(iy-f- Q/) + Q(P/H- Q/) 
= PV+PQ/+QP/-i-QV 

#car PQ = QP, par hypothèse. Posons, pour simplifier, 
P -4- Q = 6, et admettons la formule 

comine démontrée; effectuons sur le premier membre l'opé- 
ration et sur le second les deux opérations successives P 
et Q, puis ajoutons les résultats; nous aurons, en observant 
que P et Q sont commulatifs, 

e/i-f-iy^ p/t-i/-i- G* P«Q/-i- c;,P«-iQV-r-. . . 

-f-P«Q/-f-C.iP"-iQV-+-.-. 
ou, en vertu des propriétés connues du symbole C^, 

e«^i/= p«4-i/+ c,l^,p«Q/-:- cLi p--iQy-i-.. . . 

La loi étant démontrée pour Tindice n Test donc pourTin- 
dice n-\-i\ or elle est établie pour les indices 1,2; donc elle 
est générale. Soit maintenant 

Q/=P/+Q/+R/; 

on aura, en posant 0i/= P/+ Q/? 



n\ 






ou 



^"f^^wc-^'^^'f^ 



:^S CBAPITftC TI. 

•-1. remplaçant ©» par sa valear ^-tqtP^Q? /? 



F. D. 



Remarques an siqet des dériTées des fonctions de plnsiems 

Tanables. 

Considérons une fonction de plusieurs variables x, y^ 
savoiry j, V, z). Celte fonction devient fonction de x seul,] 
quand, laissant >' et r constants, on fait varier x. Ace point 
vue, elle peut être diflerentiée une, deux, trois, . . . fois, et noi 

représenterons ses denvees par -^ » -t-tt' ^3» — Chacune^ 

de ces fonctions, -r^y par exemple, dépendra en général de J?,^ 

de V et de :?; si on laisse jc et ^ constants, elle sera fonction' 
de^ et l'on pourra, par exemple, en prendre la dérivée P fois] 

de suite. On écrira le résultat ainsi , ^ ; ^ ; celte fonction 

dépend encore en général de a;, y^ z. On peut en prendre: 
la dérivée y fois de suite par rapport k x ; on aura alors 

-. ^-.^v-T,; puis fois de suite par rapport à Zy ce qui don- 

nera nr-r^^-iy et ainsi de suite. Cette notation se sim- 

dx'^dy^dx^dz^ 

plifîe un peu en ayant égard au théorème suivant : 

Théorème. — Une dérivée ne change pas de valeur 
quand on intervertit l'ordre des dérivations relatives à 
chaque variable. 

Démontrons d'abord le théorème pour le cas où l'on n'inter- 
vertit que l'ordre de deux dérivations successives. So\lf{Xjy) 
une fonction de plusieurs variables, dans laquelle on ne met 
<;n évidence que les variables x et j^. Soit 

df df d\f _ d^f 

^'-Tx' J^-Ty' J''-daF^' ^''~W 

r - JlJ f - ^V 
^''~ dxd^' ^'^- dy'd'x' 



FOTfCTIOHS DE PLCSIEORS TAKIABLES. l39 

■'agi l de prouver que /i j ^ /s i . Si A el fi: sont dent valeurs 
nïnient petites de même ordre, on a, par la formule di' 
fflor. 



- A)=/(r,j + i) + /<^,(x, V- *) 



A» 



;/n(^,.i--*)+E,. 



pdésignant un terme d'ordre supérieur au second. Dévelop- 
^/( ^. r + *)■ /■ (^' r + *). /< 1 (-^^ .'■ + ^0 suivant les 
kssances de k; nous aurons, en appelant toujours £',, E!,, ... 
i termes d'ordre supérieur au second, 



umençant par écrire 

.-^/,.(,-,„,,^,, 

Ls en développant /{x + li^y), f^i^a: + li, y),j22{^ +/'.,') 
Wrivant les puissances de A, on trouve 

/l>^»,r + '-)=/(^.J-) + ''/i('-.J-)-^/..(-'.J)--'' 

iSi l'on compare cette formule avec (i), on a 

/„XA=/„A-A + co, 
■ b) désignant un ensemble de termes d'ardre supérieur au se- 
r cond. Divisant par kk^ on a alors 

Et, comme Trtend vers zéro pour A r= o, A =^ o, il reste 
ce qu'il fallait démontrer. 
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Il est clair que ce théorème cesserait d'être exact, si Tune 
des dérivées secondes de /(x^ y) n'était pas continue, la for- 
mule de Taylor, sur laquelle nous avons fondé noire démon- 
stration, cessant elle-même d'avoir Heu. 

En suivant une méthode employée en Arithmétique pour 
démontrer que la valeur d'un produit ne dépend pas de l'ordre 
de ses facteurs, on prouvera que, ayant le droit d'intervertir 
l'ordre de deux dérivations successives, on peut interverlii 
aussi l'ordre des dérivations d'une façon arbitraire. 



Cela posé, pour représenter une dérivée d'ordre supérieui 
prise relativement à plusieurs variables, on pourra se borner à*^ 
indiquer le nombre total des dérivations relatives à chaque 
variable. C'est ainsi que l'on écrira, par exemple, 

au lieu (le 



d'^xdydz dxdydzdx 

Remarque. — '• Les symboles -r-» -7^» -7- sont commutatitf^ 

•^ dx dy dz 

etdislributifs. On a donné le nom de dérivées partielles à c^s 
dérivées prises successivement par rapport aux diverses v»-- 
riables en laissant les autres constantes, pour les distingu^^" 
de ce que l'on appelle une dérivée totale. 

Supposons que, dams /(x^y, z)^ les variables jc,y, z cc^' 
sent d'être indépendantes, et que j^et z soient fonctions de «^ ' 
d'après le théorème des fonctions composées, la dérivée d^ J 
relative à x^ que nous appellerons dérivée totale relative à ^^ 
sera donnée par la formule 

df <^dy^ _^iL<^ 
dx dy dx dz dx 

Cette dérivée, d'après nos notations, devrait être représenté^ 
par -^; mais il y aurait confusion si l'on écrivait 

df__d£ ^ d£^ dfdz 
dx dx dy dx dz dx 

car les deux -~ figurant ici ne sauraient être égaux ; on a pro- 



FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. l4l 

posé plusieurs moycD S d'obvier à cet inconvénient. L'un d'eux 
^fconsiste à envelopper d'une parenthèse les dérivées partielles ; 

Wtre, qui paraît plus généralement répandu, consiste à 
âcbanger dans les dérivées partielles la forme du d, La formule 

►récédenle s'écrira alors 

dx ôx Oy dx ôz dx 

Il importe de bien voir que -^ diffère de -p; il importe 
^surtout de bien voir que les trois ()/qiii figurent dans celte 
^-formule sont inéeraux, ce qui fait des svmboles -/> -^^ ••• 

L o ' :i "V ^x 

îles quotients dont on convient de ne jamais chasser les déno- 

minateurs : et d'abord -3^ est le rapport des accroissements 

que prennent y* et x quand on fait croître x de dx^ et que par 

suite y croît de dy et z de dz\ tandis (|ue y- est le rapj)orl 

des accroissements infiniment petits de f et de .r, quand, 
[faisant croître x de àx^ on laisse j>' et z invariables. 

Le df qui entre dans v- est l'accroissement (pie prend / 

quand x croît de àx^ y et:; restant invariables; le df qui 

[ figure dans -p est l'accroissement que prend/quand, x cessant 

de varier, y seul croît, et de ày\ ces deux àf sont donc iné- 
gaux en général. (11 est presque inutile d'ajouter qu'il s'agit 
d'accroissements infiniment petits et que l'on néglige les termes 
du second ordre.) 



III. — Formule de Taylor généralisée. 
Si l'on considère la fonction de t 

cette fonction pourra être développée par la formule de Mac- 
la urin. Pour effectuer ce développement, formons ses déri- 
vées successives; nous aurons, par le théorème des fonctions 
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composées, et en faisant, pour abréger, x 
y -\- kt =. b^z -\- lt=zc^ 

* ^ dr Oa ùb de 

ainsi l'opération -3- est équivalente à 



ht = 



fl, 



l'irît 



On aura donc 



et pour ^ = o, 



<)a ' ôb de 



?■(')" ^,4-*»-'i)v. 



^'^^^)=(\i-^^' 



ôy dz) ^ 



Nous aurons donc, en substituant cette valeur dans la 
mule de Maclaurin 



for- 



fn->t-ï 



l'égalité suivante : 
f{x -h A^jjr H- A^, ^ -I- It) 

-"■ \h^--^k-—-\-l—) f 

\ .1. . . n\ ox oy OzJ 

\ r i) ^«-^-l 

1.2.3. .. (71+ i) L ^(^-î-O/tO J > /> 

et, si l'on fait ^ = i, 



n 



f{x + h,y-¥ k, z -:- /) = /(x,y, s) h-^ ('^d^-*'^d^ -^•••) V" 



( 






6 A) diy + ^k) 






Le reste est écrit sous une forme abrégée qui se compre 
facilement : après avoir fait l'opération 

n-\-j)l\ dx Oy j j\ '>j^ n 
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t,on remplace x par ;r + 8 A, y par j' + Ar, et ;5 par z +• 6/. La 
formule précédente suppose cp(^) continue, ainsi que ses n pre- 
mières dérivées, quand t varie de o à i . La (/? -f- i)' "*" dérivée* 
doit être bien déterminée : ceci revient à supposer/(j", )', z) 
finie et ctmtinue, ainsi que ses n premières dérivées, quand 
les variables restent comprises entre ^ et x -h A, y et y + A", 
zçXz -f- /. Les {n + ly'èm" dérivées doivent exister et être bien 
déterminées ; si l'on ne sait rien sur les [n + ly^^es dérivées, 
le reste affectera la forme E/i^i d'un infiniment petit d'ordrtî 
supérieur à n par rapport à A, A', l supposés de même ordre. 
On remarquera surtout la formule 



fi^x -^h,y-\- k,z -^ /) =f{xy,z) ~ hf^{x - - 0/t, y - 

r- A/aC^-f-O/ijjK- 



r-OÂ-, J — 0/), 



où/i(a:, r, ^),/2(x,j,^),/3(j:r,jK, ;:)désignent,poursinipli- 

fier ^. ^, ^. 
^ <>.r <^/ ().5 

IV. — Différences des fonctions de plusieurs variables. 

Considérons une fonction de plusieurs variables que nous 
supposons, pour fixer les idées, au nombre de deux. Soit 

cette fonction ; si l'on donne k x q\. y des accroissements 
simultanés A;r, Aj', cette fonction varie d'une quantité que 
l'on appelle la différence de cette fonction ; on la désigne 
par Ay*. Nous poserons 



fn =/(^ H- nlx.y-^ nly) 
nous aurons alors 



A/o = /i — /o» •^A=/2 — A, ^h — h — h-^ 
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A/est, en général, fonction de ;r et j^, et Ton pose AA/ = A*j 
A^y s'appelle la différence seconde de /, et l'on a 

AVo = A/i-A/o, A2/i = A/2-A/,, ..., 

et ainsi de suite ; les formules auxquelles on est conduit soi 
identiques à celles que Ton rencontre pour le cas où la fon( 
tion/ne dépend que d'une seule variable, et il est inutilej 
d'après ce qui précède, de donner une nouvelle démonstra- 
tion des formules 

/„ = /o - Ci A/o -h C* A2/o H- . . . -- AVo. 

Mais, à côté de ces différences, que Ton peut appeler com- 
plètes, viennent se placer une série de différences auxquelles 
on a donné le nom de différences partielles et dont nous 
allons dire quelques mots. 

Dans la fonction/, on peut laisser j^ constant et faire seu- 
lement varier x\ f ^ alors, par rapport à cette variable, une 
série de différences que l'on indique par un indice; ainsi l'on 
pose 

Al/(^,7) =/(^-+- '^Aj-,/)— 2/(^-+- Aa:-,7)-h/(^,7), 

? 

on a de même 

^yfi^^y) ^f{^,y -^ Aj) —f{x,y), .... 

Il n'y a là rien de nouveau, car, dans chacun des cas où l'on 
ne fait varier que x ou que j', on n'a réellement affaire qu'à 
une fonction d'une seule variable; on dit que tixft ^x/f • • 
sont les différences /?ar^«e//e5 de /relatives kx. 

Les signes A^c ^t A^ sont commutatifs et distributifs : 
il est évident qu'ils sont l'un et l'autre distributifs, et, si l'on 
fait attention que A^rA^/ est égal à 

A^[/(ar,7-l-A7)-/(:r,7)], . 
ou à 

/{x -f- Aa7,7 + ^y) -^f(x -i- Aa?,7) -/{x^y -\- ^y)-^f{x,y), 



pfi 
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OD verra sans peine que la symétrie de ce résultat entraîne 
IsL formule 

ce qui est la propriété fondamentale des symboles commu- 
tatifs. Posons, pour abréger, 

nous aurons 

et, en prenant ^ fois de suite la différence relative à )', 

Si l'on désigne parSjr l'opération qui a pour but d'ajouter Ix 
à la première variable figurant sous le signe /, et par S^ 
l'opération qui a pour but d'ajouter Ay à la seconde variable, 
en sorte que 

on pourra écrire 

les signes S^ et S^ étant évidemment commutatifs et distri- 
butifs, on aura 

•^î/oo = ( s j: — I )*/oo 

OU, si l'on veut, 

A*=(S;,-i)% 

et par suite, en général, 

A« AP.... AT=(S^-I)«(S^-I)?...(S::-I)T. 

On peut résoudre la question inverse et trouver //y en fonc- 
tion des différences de /. On a en effet 

et par suite 

Aj = (H- ^a:y(l + A;.y/oo, 

et en général 

£,. — Traité d'Analyse, I. lo 
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Nous ferons observer que Ton peut déduire de là une formule 
d'interpolation analogue à celle de Newton et que l'on pour- 
rait même appeler formule de Newton généralisée; cette 
formule serait 



/(X,Y)=/(^,^')-^...-i-CiC^7(a:-f-iAa7,7-+-yA7) 



• > 



X 



dans laquelle il faudrait remplacer a par et p par 

Enfin, en terminant, nous ferons observer que la limite de 
A* A^/oo divisé par A;r*A^^ est la dérivée f^^ ^ ' O^ pourrait 

démontrer cette proposition directement à l'aide du théorème 
de Taylor, mais on peut aussi observer que, A^ et Ajk étant 
tout à fait indépendants, on peut les faire tendre succes- 
sivement vers zéro; on a donc 

lim ^ - /% = , ^ /: pour Aa7 = o, 

et, faisant tendre Aj^ vers zéro, on a la formule qu'il s'agis- 
sait d'établir. Mais cette démonstration est peut-être moin= 
rigoureuse. 



V. — Formnles d'interpolation pour les fonctions de plusieurs 

variables. 



Nous avons observé, au paragraphe précédent, que la for- 
mule qui donne la différence d'une fonction de plusieur 
variables en fonction de ses différences peut servir à gêné 
raliser la formule de Newton. La formule de Lagrange peu 
être également généralisée comme il suit. 

Soit, pour fixer les idées, /(^, y) une fonction de deu 
variables; la formule de Lagrange donne 

ii\ fix rv'"y V(:r. iO (^ " -^i)- • • (-^ " ^^'-i X^ - ^i^i) • " ^ 
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X|, ^29 • ••? ^n+i désignant des valeurs arbitraires de x; 
cette formule approchée devient exacte si /est une fonction 
entière par rapport k x de degré n ; or on a 

y=i 
formule exacte si / est entier et de degré n par rapport à j\ 
Si l'on combine les équations (i) et (2), on trouve 



£ = n+l J = n+i 






•^/-f-i )• • • 



, (y — 71 )• • • ( 7 — ry-i )(r — ry ^1 ) • • • 



X 



(7y — 7i )• • • (7y — J^'y-i )(7y — Jy-^-i )• • • 

et l'on voit facilement comment on pourrait encore généra- 
liser. Si l'on pose 

(7— 7i)(7— j2.).-.0'— 7/*4-i) = ^^(7), 
on peut écrire ainsi qu'il suit la formule précédente : 



A^,y)=y.^A^^o'j}-!,iê.M 



?'(^i) '\>'(yj) x — xi y—yj 



ou 



fi'T.y'i ^ V V -f^^'^yj) 



?('^)'K7>> ^^"^'{^iWiyj) x — ^i y—yj 

Les deux membres de cette équation sont développables sui- 
vant les puissances de x et y] en égalant de part et d'autre 

les coefficients de — ? on trouve 

xy 



(xi = 



2 



fi^i^yi) 



?'(^/)4''(7y) 

Si y est de degré moindre que n, la quantité o) est nulle. 



VI. — Dif érentielles totales. 



On appelle différentielle totale, ou simplement diffé- 
rentielle d'une fonction de plusieurs variables, la somme des 
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produits obtenus en multipliant la dérivée de la fonction par 
rapport à chaque variable par un accroissement arbitraire 
donné à cette variable. 

Soit, par exemple, /(jr, y, z) une fonction de trois va- 
riables ;r, jKj ^ ; la différentielle totale de/, que l'on représente 
par rf/*, sera définie par Féquation 

^ ^ -^ dx f)y ^ dz 

A^, Aj^, As désignant trois accroissements arbitraires et in- 
dépendants donnés k x,y, z respectivement. Si l'on prenait 
tour à tour/=: ^, f=y^f=i s, la formule (i) donnerait, en 

observant que t- est égal à i , que -r- est égal à zéro, etc., 

dx = \x, (ly = Ay, clz = A^, 

ce qui nous autorise à écrire l'équation (i), qui sert de défini- 
tion à df, ainsi : 

df=-fdx~\-4- dy -+- -f dz. 
dx ôy '^ Oz 



e— 



Si, comme on le fait toujours, à moins de prévenir expres3*^' 
ment du contraire, on suppose les accroissements dx = t^-^ '^ 
dy =1 ^j., ... des variables de même ordre infinitésim^* " 
on pourra énoncer le théorème suivant : 

Théorème fondamejntal. — L^ accroissement que sut^ ^ 
une fonction de plusieurs variables, quand on donne cT^^-^ 
accroissements de même ordre à ses variables, est, ai^^-^ 
infiniment petits d^ ordre supérieur près, égal à sa dijjf^^'^ 
rentielle, et par suite, dans une limite de rapport, Vat^"^ 
croissement d'une fonction peut être remplacé par sa dC 
férentielle sans changer le résultat. 

En effet, si l'on désigne par/(^, jk? z) une fonction de X^ 
Xf z^ on aura par la formule de Taylor 

A/ ou f(x -h^x,y-h A/, z -h ^z)-^f{x, y, z) 




s~ 
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Ej désignant un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. 
Celte formule peut s'écrire 

ce qui démontre le théorème. 

La différentielle df d'une fonction de plusieurs variables 
/(^, r, z) est une fonction de x^ y^ z\ elle possède, à ce titre, 
elle-même une différentielle totale que l'on désigne par d^f\ 
cette différentielle d'-f^ à son tour, possède une différentielle 
totale que Ton désigne par rf^/, et ainsi de suite 

Calculons la différentielle totale seconde d-f de /; on a 



le svmbole 



d — -r— c?.r -^ -— r/y -T- -7- dz, 

dx Oy ^ ôz 



à 



somme des symboles j-dx^ X~^yi J"^"*' ^^^ commutatif et 
distributif comme ceux-ci; on peut donc écrire 

et en général 

Je n'ai pas besoin de rappeler que l'équation (2) développée 
donnera 

d^f d-f d^f 

-' dx^ dxôy -^ ày^ -^ 

d^f ô^f d^f 

-^ 1 -—— dx dz-\-i -~— dy dz -+- — 4 dz'^, 
dxOz ôy ôz '^ âz^ 

• tormule que l'on peut vérifier directement sans faire usage 
du calcul des symboles, et dans laquelle il ne faut pas perdre 
de vue que x^ y^ z sont des variables essentiellement indé- 
pendantes , caractérisées par ce fait que dx = A^, dy = \y^,.. 
^^^^) chacun en particulier/tout à fait arbitraires et par 
suite indépendants des variables x^ y, z elles-mêmes. 
" résulte de là une notation très commode pour écrire la 
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formule de Taylor;/(^ -|- dx^y -j- dy^ z -j- dz) — J^x^ty-i s) 
étant représenté par A/, on a symboliquement 

A/ = -- dx -^ -f - dy -r- — dz 

'' ôx ôy -^ dz 

H { ^ dx-\' —dy-h^dz ) f 

i .'iXdx dy ^ dz J -^ 



1 / r/ 1/ d X^^ 

H . { —dx-^ —dy-^ ^^ dzj f -\- £„.+.,, 



\ .i,Z» ,,n\ùx dy 

c'est-à-dire 

E„^i désignant un terme d'ordre supérieur à n. 
On a vu que 

Aj:*A/P dx'^âx^' 

d'où l'on conclut que A* A^ peut être substitué, dans les li- 
mites de rapport, à ^-—-^ dx"^ dy^ ; mais ce théorème a beau- 
coup moins d'importance que celui-ci : 

Théorème. — Les quantités d^f et ^^/ sont égales, à des ■ 
termes près d'ordre supérieur à n. 

La différence et la différentielle totale d'une fonction 
peuvent donc se substituer l'une à l'autre dans les calculs de 
limites de rapports. Pour le prouver, observons que 

^ V =fn - Ci/«-i 4- CfJn-2 - ... ; 

en développant chaque terme par la formule de Taylor, mise 
sous la forme 

A/ = dn/+ i rf«/+ 77^ «?'/+.... 

on a 

- C'(/i - i)d/- Ci ^"~'^' «P/- • • • 
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Les coefficients de rf/, rf^/, . . . sont nuls, celui de rf"/ est 
égal à l'unité, comme on Ta vu plus haut (p. 102); on a donc 

S/i+i étant un infiniment petit d'ordre supérieur à n, 

c. Q. F. D. 

VIL — Galcnl des différentielles partielles. 



La différentielle totale d'une somme est égale à la somme 
des différentielles totales de ses parties et, plus généralement, 
au -\- b^ -\- Civ + . . . , a, 6, c désignant des constantes, a 
pour différentielle totale 

a du -h b dv -\- c div 



En effet, pour prendre la différentielle totale de 

au -\-bv -\- cw -^. . ., 

il faudra prendre ses dérivées relatives aux variables indépen- 
dantes et les multiplier par les différentielles de ces variables, 
puis ajouter. Ainsi, x^ y^ z^ ... désignant les variables dont 
Uj v^ • • • sont fonctions, 

. d(au-\-bv-^. . .) , d(au-\-bv-\-. , ,) , 
d{ctu-^bv-^...)= ~ -;^ dx-^, — ' dy 



ôx 



ôy 



OU 



ou 



l du . ôç \ . 



d{au -\-bç-h,,,) = aY-dx-ha-r-dy-{- 

b ^— dx -\- b -T- dy 

àx ày -^ 



OU 



enfin 



d{au -\-bs? -\- , . .) = adu-\- b dv -\- * . .' 



c. Q. F. D. 
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De même, on a 

d{ uvw ..,) = uw , . ,du-\- uw , , .dv -\- . . .j 
ou 

d{ uvw . . . ) du dv dw 



iww ... u V w 

en efl'et, on a 

d( uvw ) = -^ dx H — ^ — - dy -\- 

^ ^ dx ày -^ 



• • •) 



ou 



a{ uvw ) = l vw , . . h uw . . . -X h . . . I dx 

l du dv \ , 

-\- \vw . ,. - — H uw ... v- -i- • • • ) dy 



/ du j du , 
= vw . . , { -r- dx -^ -r- dy -\- . , . 
\dx dy -^ 



c'est-à-dire 

d{u.v.w . . .) = vw . . . du -\- uw , . . dv -{- uv . . . dw -+- . 

On verrait de même que 



,u V du — u dv 
d— = 



V V 



2 



On a aussi 



d(^{u) = ^'{u)du, 
d^{u,v)=^du-^-^dv, 



en effet, 

^(ÊÎ^^^Él^...\dy-\-... 
\du dy dv dy * • * y «^ ' * ' » 



ou 



d^(u,v) = ^du-^^^dv. 
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VIII 



Principes fondamentanz pour rapplication dn Galcnl 

différentiel. 



Lorsque Pon veut établir une relation quelconque entre 
les différentielles, on peut toujours négliger, vis-à-vis des 
irmes d'ordre le moins élevé, les termes d'ordre supé- 
rieur, pourvu que les termes conservés ne contiennent pas 
^'autres infiniment petits que des différentielles. 

En effet, supposons que, en négligeant des infiniment petits 
lu second ordre, on soit parvenu à des formules telles que 

A du -f- B c?t^ -r- C div H- . . . = o ; 

[celte formule étant vraie aux termes du second ordre près, la 
[suivante sera rigoureuse : 

A Jm -r- B é/i? -^ C dw -h . . . -f- £ = o, 

'e désignant un terme du second ordre; et l'on pourra écrire, 
en divisant par dx^ 



.du T^ dv 
A -5 — h B -^ — h. 
ax dx 



dx 



= o, 



du y d^j . . , , dx étant de même ordre, soit 

,. du , ,. dv , 
lim -j— = M , lim-j- = (^ , .... 
dx cLx 

Quelques-unes de ces limites sont arbitraires, mais, par cela 
même, on peut les supposer finies, en supposant, par exemple, 
que l'on assujettisse momentanément toutes les variables 
indépendantes à recevoir des accroissements égaux à dx^ 

tandis que -j- tend vers zéro : si bien que, pour dx = o, on a 



d'où 



Aw'-4-Bi^'-+-Civ' 
Kv! dx -\-^\/ dx -^ Qàw' dx 



= 0, 



. . . = o; 



mais tt dXy v'dx, vv'dx, . . . sont rigoureusement égaux àrfw, 



du 



dv^ dw^ - . . , car m' est égal à -7- y que dx soit infiniment petit 
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: \ 



OU fini : on a donc 



Adu-hBd\> -{- Cdw -+-... = o. 



Celte égalité était donc rigoureuse. 



C. Q. F. D. 



Si la quantité û , + Û2 + Û3 -4- . . . + Û;n + e est d'on 
m + i, Q,, ûo, ..., ûm étant respectivement d^ ordre 
2, . . . m, et £ d^ordre m + 1, 5tû|, Û2, , . . ne contiennei 
d'autres infiniment petits que des différentielles et soi 
liomo gènes par rapport à la lettre d, on a 

ûi = O, 122 = O, . . . , Hm = O. 

En effet, d'après ce que nous venons de voir, on auraj 
Q, = o aux termes du second ordre près, et par suite on aui 
rigoureusement Q, = o; donc on aura Û2 = o aux termes du 
troisième ordre près, et par suite rigoureusement Û2 = o* 
En continuant ce raisonnement, on voit que Ton aura sépa- 
rément 

ûi = o, Û2 = o, . . . , Û/» = o. 

Ces principes sont fondamentaux dans les applications 
analytiques ou géométriques du Calcul différentiel. 



IX. — Remarques au sujet des différentielles totales 

des différents ordres. 



Soient X eX. y deux variables indépendantes ; on a par 
définition 

quand ;r et j^ deviennent fonctions de ^, la relation précé- 
dente a encore lieu, en vertu du théorème des fonctions cona- 
posées ; seulement rf/*, dx^ dy n'ont plus le même sens. Geoi 
s'explique : dans les deux cas, on représente par rf/* l'accrois- 
sement que prend / quand x qI y prennent des accroisse- 
ments dx^ dyj et la seule différence est que, dans l'un des cas» 
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dx^ dy sont indépendants Tun de l'autre, et que dans l'autre 

cas -^ est égai à -j» les dérivées étant prises par rapport à t\ 

Jles termes du second ordre sont, bien entendu, négligés. 

Mais d^fne reste plus le même quand dx et dy sont indé- 
[pendants, ou quand ils sont liés l'un à l'autre. En effet, dans 
^'Ic cas où dx^ dj sont indépendants l'un et l'autre, ils sont 
arbitraires et considérés comme constants; mais, s'ils sont 
fonctions d'une même variable, ils doivent subir la différen- 
tiation relative à cette variable, ainsi l'on a 

û X el y sont indépendants, et, dans le cas contraire, 



•^ dx^ Oxdy 



^)2/ 



^\f ... 



^f ..... 



dxdy -r- ~T dy^ -: — — d-x ~-^ d-y 
-^ f)y^ -^ ()x f)y -^ 



si X était variable indépendante, d^x serait nul, et le terme 
j-d^x disparaîtrait. 

X. — Des fonctions dont la différentielle est nulle. 



.0 



Lorsque la dijfférentielle totale d'une fonction est nulle, 
cette fonction est constante, et cela pour tout V intervalle 
où la différentielle reste nulle, pourvu toutefois que la 
fonction ne soit pas discontinue. 

En effet, soit / une fonction des variables x, y, z^ ... ; si 
Ion a df=z o, on aura aussi 

¥ . àf . df . 

dx dy ^ dz 

^^) dx, dy, dz, . . . étant indépendants, il faudra que Ton 

ait 



(0 



àf àf df 

â5 = ^' â^^^' 5^^^' 
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or la dérivée -— est prise en regardant y et z comme des coi 

stantes; la formule — = o nous montre alors queyest indi 

pendant de x, mais il peut contenir j^ et ;;, qui y sont regardés 
comme des constantes ; Téquation 

dx ~ 
a donc pour conséquence 

/= fonction de y, z, . . . mais non de or. 

Mais, quand à cette formule -j^ =i o on adjoint les autres for-' 

mules ( I ), on voit que/est indépendant non seulement de x, 
mais de j', z, . . . ^ donc / n'est pas à proprement parler 
fonction de ses variables : c'est une constante. 



EXERCICES ET NOTES. 



1. On a 



F (x-j-jœ"^r= F(m)x"^, 



F désignant un symbole de fonction entière. 

2. Former 

On supposera çp(a?) quelconque; on verra que le résultat est de la 
forme Acp'(a7)-i-Bcp''(â7)-H. ..; on déterminera ensuite A, B, ..., en 
faisant çp(a7)= e«* ou ^(x) = x^ x^, . . ., x"^, 

3. Former 

4. On a 



dx \ dx 



(BooLi:, Phil. Transact.; 1844.) 
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5. ^ et 4> désignant des fonctions entières, on a 

(Bronwin, Cambridge and Dublin math. Journal; 1848. 

6. Soit 

^ l d d d\ 

on a, pour une fonction homogène u de degré m, 

V u =^ mu, P^u = m{m — i)w, 

7. Considérons une fonction / de n variables a^i, x.2, ..., ~r„ ; sup- 
posons que Ton ait 

<f«-«-ï/= d'^/(Xida;i-i- Aidxi-h,. .-h \„dx,t), 

c'est-à-dire que c?'*^-*/soit divisible par d^f; démontrer que c?""*'/, 
df^-^^f, . . . seront aussi divisibles par d^f. 

(Darboux, Bulletin; 1882.) 
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cuài>itre vu. 



CHAPITRE VIL 

DES DÉTERMINANTS FONCTIONNELS ET DES FONCTIONS 

IMPUCITES. 



I. — Préliminaires. 



Considérons le déterminant 



e = 



«11 


«12 


• • • 


«i« 


«21 


«22 


• • • 


«2/1 


• • • 


• • • 


• • • 


• ■ ■ 


««1 


a,i2 


• • • 


<^nn 



Si Ton désigne par d un signe de différentiation pris eni 
considérant les éléments de ce déterminant comme des- 
variables indépendantes, le symbole 

de 

àaij 

sera le coefficient de aij dans le développement du détermi- 
nant 0, de sorte que, en appelant a/y le mineur obtenu en sup- 
primant la îT"-"*® ligne et lay*^™® colonne, on aura 



'^ij = {-yy^j 



ÙQ 



ôa 



ij 



de même 



ô^e 



sera le coefficient de anaki dans le déve- 



loppement de 0, et cette dérivée sera, au signe près, le mi- 
neur de obtenu en supprimant la i'*™® et la k^^^^ ligne et 
layièmc gj \^ liimc colonne. 

On voit ainsi que les déterminants mineurs des divers 
ordres de peuvent être représentés, au signe près, par les 
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lérivées de ce même déterminant prises par rapport à ses 
téléments. 



Théorème I. — On a 

de dQ 

daji àajz 



a 



m 



an 



de 



de 



àa 



a^ 



ly 



2/ 



da 



a 



V 



m 



àajn 

de 
dUnj 



o %\ i f^ y, 
6 si i = y ; 
o si i .-' y, 
6 si i — y . 



Théorème IL — On 



a 



d^e 



daij dafct àan da/^j 

Eln effet, le premier membre représente le déterminant 
mineur obtenu en effaçant les lignes d'ordre i et k et les 
colonnes d'ordre y et /; le second également, et cela au signe 
près. Or, en échangeant dans les colonnes d'ordre /et /, ce 

déterminant change de signe ; , , — > dans ces circonstances, 

est remplacé par ^r — r — : ces deux déterminants sont donc 

^ ^ daudakj 

de sifiTies contraires. 



Théorème III. — On a 



d^e 



ôaijâaAj 



= o, -^ 



àaij da,i 



= o, 



r. 



car B contient au premier degré seulement les éléments d'un 
même ligne ou d'une même colonne; atjahj ne peut donc 
entrer dans la formation de 0. 



II. — Déterminant dn système adjoint. 

Conservons les notations précédentes, et posons 

de _ 

avec les quantités a/y on peut former un nouveau déterminant 

H = 2± «"««•■•«««. 
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dont les éléments forment le système adjoint du système 



éléments 


an de 0. 






Si Ton fait le produit 0H, 


OU 




an au ... ai,/ 




«11 «ij . . . ain 


(I) 


*2l 0^28 • • • *2/l 

■ •• ••• ••• ••• 




«îl «22 • • • «2» 

• •• ASA •#• ••• 




*/»l *«2 • • • ^nn 




^ ^ w ^^^ ^^^ ^v^ 

««1 ««2 . . • ^nn 


en ayant égard à la formule 






^ii «yl ^ 3t/2 aj2 -h . . . 


( o si i $y, 
e SI i=y, 



on trouve pour produit 

8 o ... o 



o e 



o o 



e 



= 8»; 



ilonc 0H =: B'', ou 



H = e«-J. 



Considérons en second lieu le produit 



II 



Oaii 



an ai2 

• • • • • • 

«rtl «;i2 



«l/i 

• • • 

«/i« 



I O 

«21 «22 

... ... 

««t «/l2 



O 

«2« 



a. 



;i:i 



effectuant et remplaçant H par 0'* *, on a 



e«-i 






donc 



^11 «21 

o e 

• • 

o o 



«/M 

o 



• • 



e 



= «iie'^-i; 



ôa 



= «11! 



11 



ce que l'on savait déjà. Considérons encore le produit 



H 





«11 


«12 


«Irt 




1 


O 


O 


(P 


d^e 


«21 
... 


«22 

... • 


«2« 
• . ... 





«31 


I 
«32 



«33 • 


O 


(^tiii dan^ 


. . a^r* 




«/Il 


««2 


««« 




• • • 

«/Il 


... 
«/12 


... . 
«/I3 


• • • • ^ 



es 
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ffecluant et remplaçant H par 0'*"*, on a 



i6i 



»/» -1 



d^e 



>VL 



daiidai2 



bien 



«11 


«21 


«31 


«lî 


«22 


«32 





O 


e 



O 



o 



o 



e 



â^e 



âaii àaii 



On aurait de même 



62 



d^e 



âaiiâanâasz 



««1 

««2 

o 

• • • 

e 

«11 «12 
«21 «22 



«11 «12 «13 
«21 «22 «23 
«31 «32 «33 



«11 «21 
«12 «22 



e«-2 



et ainsi de suite. 

Ces formules en contiennent d'autres plus générales. En 
effet, si nous considérons par exemple la dernière, et si nous 
plaçons les lignes d'ordre «, A", p respectivement au premier, 
^u second, au troisième rang, les colonnes d'ordre y, /, q au 
Premier, au second, au troisième rang, n'aura pas changé 
*e valeur, et si l'on applique à la nouvelle forme de la for- 
oule précédente, on aura 



62 



d^e 



Ociij àaici àdpq 
^ aura de même 



«/y «i7 «tgr 
«Ay «A7 ^kq 



^PJ ^Pl ^ 



P<I 



*) 



61 



(?2 6 



duij da/ci 



^kj ^kl 



de de 



de de 



duij daki dan àa/cj 



60 



de 
datj 



de 



= ""'^=0^ 



ij 



I)e ces formules très remarquables, il résulte que, si 
===0, tous les déterminants mineurs du système adjoint 
^Ht nuls, mais a/y n'est pas nul. 

Si, dans la formule (a), on fait k =j\ i= l^ on a 



o = a/y CLji 



an ajj. 



L. -- Traité d'Analyse, I. 



II 



111. — uigression sur lea te^. 



M. Cayley a donné le nom de déterminants gauches aux 
déterminants de la forme 



«11 Cfiî . . . «1,1 

«21 «2 2 .•• «2/1 

• ■• ••• •>• ••■ 

«/Il «/i5 • • • «/ï/i 



-e. 



dans lesquels on a a/y = — ay/, au = o. Les déterminants 
gauches jouissent d'une propriété curieuse : 

Tout déterminant gauche de degré impair est nul, et 
tout déterminant gauche de degré pair est un carré 
par/ait. 

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur la formule 

d^e û _ ^^ ^^ ^^ ^ 

(0 x: — Â~ — ^ — À 



àannàan-un-\ àUn^n <^«/i-l,n-l <^«/»-l,/i <^«i»,/i-l 

obtenue ne faisant iz=j = neik=l=n — i dans la for- 
mule (a) du paragraphe précédent; si nous admettons que le 
théorème soit démontré pour des déterminants de degré 
moindre que /i, il est facile alors de voir qu'il a lieu pour les 

déterminants d'ordre n. En effet 3 > si n est pair, 

est un déterminant gauche d'ordre pair qui est un carré, 



est un déterminant gauche d'ordre impair qui est nul; alors, 
en observant que 

la formule (i) donne 

e ^^ =( ^ V- 

donc doit être un carré parfait. 
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Si le déterminant gauche est de degré impair, il contient les 
fermes â^ia? âJ2p, . • • , cinl et ««1 , ap2> • • • > ^iny ^l^i se détrui- 
sent parce qu'ils sont égaux et de signes contraires s'ils ne 
sont pas nuls. 

II reste donc à vérifier que, pour n= 2, le déterminant H 
est un carré parfait, parce qu'il le sera encore pour/i = 4» 
n = 6, .... Or on a, pour /i =rr i , 



pour /^ 



e = 



e = o; 
o ait 

- Un o 



= «12^; 



pour /i =^ 3, 



e = 



o 

— «12 

I — «13 



«12 ai3 

«23 O 



=ro; 



pour ti = 4 



e =^ 



o 

— «11 

«13 

«14 



«12 
O 

«23 
«24 



«13 «14 

«23 «24 

O au 

— «34 O 



= («13 «24 -+- «14 «23 — «12 «34 )*; 



et ainsi de suite. 

Remarque, — Un déterminant gauche de degré pair et 
dont tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale 
sont égaux à l'unité est égal à i . 

La racine carrée d'un déterminant gauche de degré pair est 
ce que l'on a appelé un pfaffien. 



IV. ~ Déterminant d'un système de fonctions. 



Soient M|, z/2, ..., Un des fonctions des n variables 
^lî <^25 • f •» ^/îî on appelle déterminant de ce système de 
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fonctions [ou jaco bien) le déterminant 

dui 



(•) 



dui 
dxi 

dxi 



âxz 
dx9 



dun àun 
dxi 0x2 



âXn 
àXn, 

• • • 

àUn 
âXn 



dont les éléments sont leurs dérivées, et on le représente par 

la notation 

d(uu Wî, . . ., Ufi) 

dont l'utilité ne lardera pas à êlre mise en lumière. 

Quand Ui, 112, ..., u,i sont les dérivées d'une même 
fonction w, le déterminant fonctionnel porte le nom de 
hessien de la fonction m, et on le représente souvent au 
moyen de la notation H.w. 

Théorème de M. Bertrand. — Le déterminant d'un 
système de fonctions w^, «25 • • • ? Un par rapport aux va- 
riables X{y X2, . . . , ^/î est le rapport du déterminant du 
système d' accroissements que prennent ces fonctions au 
déterminant du système correspondant d' accroissements 
infiniment petits des variables. 

En sorte que d {x^, . . . , ^„) peut être considéré comme un 
déterminant de/i systèmes d'accroissements arbitraires donnés 
aux variables, et alors ^ ( W|, .... u^) est, aux termes d'ordre 
supérieur près, le déterminant du système d'accroissements 
correspondants des fonctions W|, . . . , Un» 

Pour démontrer ce théorème, désignons par ^4^4, d^x^^t ..., 
d\Xn un premier système d'accroissements des variables; par 
â?2^o diX2, .... d2Xn un second système, etc.; multiplions 
entre eux les déterminants (i) et 

di Xi di X2 ... di x,i 
d^ X\ d^x^ ... <3?2 Xn 



• • • • • 



dn X\ dn X2 



ctn^n 
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l'élément appartenant à la t*^"^ ligne et à la y'»^™® colonne du 
produit sera 

dui , dui , du,- - 

c'est-à-dire djUi\ le produit est donc le déterminant du sys- 
tème des différentielles ou des accroissements des fonctions ; 
d'où Ton conclut le théorème énoncé. 

Le théorème de M. Bertrand a un grand nombre de corol- 
laires importants qui ont été démontrés directement par 
Jacobi ou par Cauchy. Mais, en les déduisant du théorème 
de M. Bertrand, on développe plus clairement les analogies 
des déterminants fonctionnels avec les dérivées. Voici, par 
exemple, comment il permet de généraliser le théorème des 
fonctions de fonctions. 

Soient W|, «25 ' ' ' 1 i^n des fonctions de yi,j^2^ - • • y^nj et 
7h725 ' ' ' 1 ^n des fonctions de Xi , oTj, . . . , ^;, ; on pourra 
considérer Ut , «2? • • • ? W/i comme fonctions composées de ^4 , 
^2) • . . , ^/i, et il est clair que l'on aura 

d{xu a?2, . . . , a:n) à (71,72, • • -,7/») ^ (^i> ^2» • • • » ^n)' 
en particulier, si l'on a M| := o^i, «2 = ^2» • • • » on voit que 

d (xuX2, ...jXn) à(yi,yt, ...,7/t) _ ^ 

<^(7l»72» •••»7«) <^(^li^îJ "-y^n) ' 

théorème analogue à celui qui est compris dans la formule 

dx dy _ 
dy dx ' 

et qui devient évident par l'emploi de la notation différen- 
tielle. 

On peut également donner une généralisation du théorème 
^es fonctions composées ou même de la différentielle totale. 

Considérons, ^n effet, n fonctions «1,^2, . . . , Unàe m va- 
riables indépendantes ^1, 0:2, .. -, ^m 5 le nombre n des fonc- 
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lions étant supposé moindre que le nombre m des variables 
donnons aux variables n systèmes d'accroissements infini- 
ment petits. Soient rf(;ri ,:r2, ...,07/1 ), rf(aT2, ^3, ..., :2?/i+i ), ... 
les déterminants que l'on peut former avec ces systèmes 
d'accroissements; soit d{u^, Wj» • • • j ^/i) ^^ déterminant du 
système d'accroissements que prennent les fonctions dans ces 
circonstances. Comme l'on a 



- — axi -i- - — aa?2 -!-... -h -r — 

OXi 0X2 OXn 



quels que soient rf;ri,d^2j "",dxny laquautitérf(wi, «2» •••>"/?) 
sera une somme de produits de déterminants formés avec les 

accroissements dx et avec les dérivées -r-, en sorte que 

le signe ^ se rapportant aux indices a, p, . . . ,)v. 

Si, en particulier, Xiy ^25 • • • ^^m étaient des fonctions de 
n variables ^4, ^2? • • -5 ^/z» on aurait 

d(Ui,U2j . . . , Un) _ "^ à(Ui, Uj, . . ., Un) d{x^ , . . .^X\) 
d{ti, ^2j " ",tn) Mdô{Xo^yX^, . .. ,;rx) d(tijt2y ...,tn)^ 

théorème analogue à celui des fonctions composées. 

Remarque. — Si l'on avait supposé m<in^ on aurait eu 
d{ux',U2'i ' ' ' ,Un) ^= o] nous retrouverons ce résultat sous une 
autre forme : il exprime que, si les fonctions 2/|, . . . , M/j de 
^1,^25 ••• ? ^n peuvent être exprimées au moyen de m <[ /i 
variables x^^ ,,,^Xmt leur déterminant est nul. En d'autres 
termes, si les fonctions ^4 , . . . , w,i ne sont pas indépendantes, 
c'est-à-dire peuvent s'exprimer les unes en fonction des 
autres, leur déterminant sera nul. 
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V. — Reconnaitre si des fonctions sont indépendantes les unes 

des autres. 

Quand deux fonctions de plusieurs variables u^ et ii^ ont 
leurs dérivées proportionnelles, ou, ce qui revient au même, 
satisfont à une relation de la forme 

elles dépendent l'une de Tautre; en d'autres termes, u^ peut 
s'exprimer en fonction de u^ seul; et en effet, du\ et du2 sont 
nuls en même temps : U\ et u^ sont donc constants en même 
temps, et par suite sont fonctions l'un de l'autre ; la réci- 
proque est évidente. 

Si l'on considère maintenant un nombre quelconque de 
fonctions Wj, W2, . . -, Un, pour que ces fonctions ne soient 
^^ distinctes y c'est-à-dire pour qu'un certain nombre d'entre 
elles soient fonctions des autres, il faut et il suffît qu'il existe 
<ies identités de la forme 

kl dui -h k^ dui + ...-+- kndun = o. 

11 est bien clair, en effet, 1° que toute relation 

iifferentiée donnera un résultat de cette forme; 2° qu'une 
relation de cette forme ayant lieu, dUi, par exemple, sera 
Dul quand du2, • • • , dun le seront, et par suite Ut sera con- 
stant quand M2, . . . , m^ le seront; en d'autres termes, Ui sera 
fonction de M2, . . ., Un- 

Plus généralement : La condition nécessaire et suffisante 
pour qu^ il existe m relations entre des fonctions u^ , u^-, • • • -» 
^i c^est qu'il existe m relations linéaires et homogènes 
^ntre les différentielles de ces fonctions. 

En effet, s'il existe m relations telles que 

Fi(wi, 1*2, . . ., M/i) = o, F2 = o, ..., F,„ = o, 
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on aura, entre du^, du^, . . . , les /n relations linéaires et ho- 
mogènes 



- aui-\- 377- aui 



du 



âUi 



àUn 



dUfi — o, 



àFffi , âFm j àFm j 

dui-\- — — rfas-h.. .-h 3 — dun = o; 



du 



1 



ÔUf 



àUn 



réciproquement, s'il existe m relations linéaires et homO;> 
gènes entre du^^du^j . . . , dun, telles que 



ûti du\ -4- di du2 



an dUn = o, 



Il dux -h /j dui 



IndUn = o, 



«1, . . ., /i, . . . , /;, désignant des quantités quelconques, on 
pourra de ces équations tirer rf^i, rfwj, . . . , dum en fonctions 
linéaires et homogènes de dum+i » • • • , duny et l'on voit que 
duiy . . . , dum seront nuls si dum+ii • • • » ^^n le sont; donc 
W|, ..., Miseront constants si Wot+« 5 • • ., W/i le sont; donc enfin 
Wi, . . . , Wto seront fonctions de m^+m • • • > ^n» 

c. Q. F. D. 

Ce raisonnement suppose, bien entendu, les relations ho- 
mogènes données, telles que l'on puisse en tirer m différen- 
tielles en fonction des autres. 

On peut encore reconnaître s'il existe des relations entre 
des fonctions données, au moyen des théorèmes suivants, au 
fond identiques au précédent : 

Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu^ entre n fonctions Ux , Wj, . . . , Un des variables X\) 
x^j . . . , ^T/j il existe m relations distinctes, est que le déter- 
minant 



d(Uu U^t ' ' "> Un) 



dux 


dUi 


dui 


dxi 


àxi 


dXn 


dui 


dU2 


du\ 


dxi 


dXi 


àXn 


• • • 

dUn 


• • • • 

âUn 


• • • • • 

àUrt 



àxi dx% 



àxn 
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t identiquement nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu^ à 
uœ de U ordre m — i inclusivement. 

En effet, si entre «i, «25 • • • , W/i îl existe m relations, 
^ de ces quantités resteront constantes quand les n — m 
lires seront rendues constantes; donc m des équations 

dui = o, dui = 0, . . . , du,i = o 

.eront des conséquences des n — m autres ; en d'autres termes, 
ces n équations se réduiront k n — m distinctes; or elles 
peuvent s'écrire 



axi + -r — ax^ -!-...-+- - — - axn = o, 



{a) 5ï;"^'"^ dF, "'"^•••"^di; 



dUn , du„ J àU; , 

pour qu'elles se réduisent kn — m distinctes, il faut que le 
déterminant 

d(Ui, M2» • • •' Un) 



d{Xi,X2, .., Xn) 



= D 



soit nul, ainsi que ses mineurs jusqu'à l'ordre m — i inclusi- 
vement. Ainsi, en particulier, s'il n'existe qu'une relation 
entre les m, on devra avoir D = o seulement. 

Réciproquement, si D est nul, ainsi que les mineurs jusqu'à 
ceux de l'ordre m — i inclusivement, les équations (a) se 
réduiront k n — m distinctes; en d'autres termes, m des 
équations dui = o, dug^ = 0, ... seront des conséquences 
: des autres, et par suite, m — n des quantités u restant con- 
stantes, les m autres restent constantes aussi et sont des fonc- 
tions de celles-ci. c. q. f. d. 

Théorème II. , — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'entre m fonctions de n variables, m étant plus 
P^tit que n, il existe une relation au moins entre ces fonc- 
twns, c^est que tous les déterminants fonctionnels de ces 
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fondions par rapport à m quelconques des variabi 
soient nuls. 

Soient, en effet, m fonctions u,, U29 • • • ? "m des /i ^ «ti 
riables X| , JJ2? . . . , j:« ; on devTa avoir entre les différente 
//wi, du^^ . . . une relation telle que 



ou 



Al du\ -H Aj du\ -r- — -f- Xfn dum = o, 



(Al — î -^Aj-— '-f-...-h A;„ ,-^ ) eiri -h ( Al —-' -+-... jûtrs 

« 

quels que soient dXi^djC2, ... ; donc 



'.,., 









Al h Aj 



(>a?. 



dx, 



A ^-o- 



comme A,, A2, ... ne sont pas tous nuls, il faut que roH] 
ait 



= 0, 



quels que soient les indices a, p, . . . , )v. Réciproquement, 
si toutes ces relations ont lieu, on aura 



CCi^Xij X^j . . • 1 ^rrij ' • . *^n) 



= O, 



^m+ij ' • l'^n désignant des constantes; il existera donc une 
relation entre «1,^2, . » . ^ Un et des constantes, c'est-à-dire 
entre. U\ , U2y • • • î ^/w. 

C. Q. F. D. 



VI. — Sur on théorème de Jacobi. 



Dans son Mémoire Sur les dé terminants fonctionnels, déjà 
cité, Jacobi est parvenu à mettre sous une forme remarquable 
le déterminant de plusieurs fonctions ; cette forme a d'ailleurs 
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Utilisée par lui dans une circonstance importante. Voici 
iment on y parvient : 
[Soient Ui, W2, ..., Un /i fonctions des variables ^i,^,, ..., x,, 
lépendantes ; imaginons que Ton ait exprimé ;/| en fonc- 
de .27| , ^27 . . . , ^/i I Wj en fonction de z^i, j?2> ^3? . • . 1 ^«î 
en fonction de Ui^U2j ^3, . • . , ^/i, etc. ; enfin Un en fonc- 
m de Ui y U2t • • • , W/î_o Xn\ nous représenterons par un d 
dérivées prises dans les hypothèses dont nous venons de 
rler, en réservant le d pour représenter les dérivées prises 
regardant x^ , ^2? •••7^/1 comme seules variables indépen- 
mtes. 
On a 

dux _ du\ dui _ du\ dux _ du^ 

^ ^ dxi ~~ dxi ' ôx% ~~ dx^ ' ' OXn ~~ dxn ' 



et ensuite 



du^ duf dui 

du* dui du*^ dux 



V > 



dx^ dxi dui ôx^ 



mais, -^-^9 — ^' ••• étant remplacés par leurs valeurs (i), il 

0û!^^ OX^ 

vient 



^ ^ ôxi dui dxi^ OXi dxi dui dx^ 



. • 



y 



\ et ensuite 

du% duz àu\ du^ _ duz duz âiii da-^ ôu^ 

da?i dUi dxi dx^ dx^ dui âxz ' du2 àx^ ' 

dui dui .1 * dUi dui j \ » * f 

or ^r-^ = -ï— > et de même - — = -7— > car ces deux dérivées 
ox\ cLX\ ox^ ax^ 

; sont prises en faisant seulement varieras, u^ ne variant pas 
et par suite n'étant pas fonction de ^^3 ; on a donc 



• • • • 



c^a?! rfwi eiri c>;a73 ^^3 du^ dx^ du^ du^ 

Il résulte de là que le déterminant des dérivées -r-^> ou 



dXj 
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'-^^ — —y est le produit de deux autres : 

• • • j ^;i ) 



dxi 

dux 

dx^ dx^ 



o 
du*, 



o 



du\ du^ 



CLX n CtX/i 



du., 
dXfi 



I 

duî 
dui 

du^ 



o 

I 

du^ 



o 
o 



o 
o 



dui dui 



du» dun 
du\ dUi 



c'est-à-dire, en effectuant, 

à(ui,U2j ..., Un) dux du% du% 



dUn 



à{xi, Xz^ ..., Xfi) dxi dx2 dx^ '" dxn 



VII. — Définition des fonctions implicites. 

On appelle fonction implicite toute fonction définie p: 
une ou plusieurs équations non résolues; ainsi, si l'on po 

on pourra en général en conclure que^ est une fonction de ; 
si cette équation admet une solution, et alors y sera ui 
fonction implicite de x. 
Si les équations 

admettent pour différentes valeurs de x des solutions y 
y 2', . . . ,jK/iî ces solutions seront en général des fonctions de 
dites implicites. 



VIII. — Dérivées et différentielles des fonctions implicites défini 

par une seule équation. 

Théobème. — Soit f{x^y) une fonction continue de x 
de y pour les valeurs de ces variables voisines de Xq et y 
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insi que ses dérivées ^ = /^ , ^ =/2> V équation 

reposée satisfaite pour x^=-^Xq, yr-.y^, définira une 
\nction y implicite de x^ qui, pour x -~^ Xq, sera continue 
aura une dérivée bien déterminée pourvu quef^^i^Xç^^ y^) 
soit pas nul. 

En efTet, soit k une quantité très petite et positive; on 



Lora 



/(^o, 7o -4- k) =/(aro,7o)-+- Vî(^o,7o -^ ^ A:), 



désignant un nombre compris entre o et i, et, comme 
'(^To, jKo) 6st nul par hypothèse, on aura 

/(aro,7o — X:) = A-/î(a:o,7o -^- ^k), 
'de même 

/(^o,7o — A") ^ — ^•/2(^o,JKo — Ô'A:); 

[si k est assez petit, /2(^0 7 JKo 4- ÔA-) et fi{x^, y^ — ^^k) 

[seront de mêmes signes que /2(^oî ^0)5 qui n'est pas nul; 

donc, en vertu des deux formules précédentes, /(^o? ^0 + k) 

etfi^Xojyo — /r) seront de signes contraires. Mais on peut 

maintenant prendre h assez petit pour que /{xq -\- A, yQ — k) 

soitde même signe que/(^05 Jo — ^)> etque/(^o4-A,joH-^') 

soit de même signe quc/(^07jKo -r k)\ alors/(^o+/^JKo— ^0 

et f(^JCQ-\- h^yQ-\- k) seront de signes contraires, et il y 

aura une valeur Ar^, comprise entre -+- A* et — A, telle que 

donc y à un accroissement h suffisamment petit h de x cor- 
respondra un accroissement aussi petit que l'on voudra de j'. 
Cela posé, en admettant, ce qui est permis maintenant, que 
h et k soient infiniment petits, on aura 

/(a7o-hA, 7o— A)r:=0, 

OU, en observant quey*(;ro,j^o) = o en vertu de la formule 
de Tayior, 

A/i(aro-l-6A,7o-^ÔA)-h A/2(a7o-4- 0^,70 + OA) = o. 
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On lire de là 

h ~~/2(^o + ÔA, 70-4-eX:)^ 

faisant tendre h et k vers zéro, si /aC^ojJKo) n'est pas nul, 

on a 

,. k fAx<\, Vo) dv 

^ 72(^0,70) ûte*^ 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — On aurait pu arriver plus directement au 
résultat précédent si l'on avait su à l'avance que y avait une 
dérivée ; il suffisait pour cela d'observer que l'équation 

a lieu identiquement quand y y est remplacé par sa valeur 
en X déduite de cette équation même qui sert à le définir; en 
difi^érenliant alors cette équation identique et en considérant/ 
comme fonction composée de x et^, on a 





àf . àf dy ^ 
dx dy dx ' 


d'où l'on tire 






dx dx ' ày^ 



ce qui s'accorde avec le résultat obtenu tout à l'heure. 

dx 



Nous n'avons pas à examiner ce qui arrive quand -^ ou 



f'ii^Q^yo) ®st nul, parce que -p ne saurait être nul qu'acçi- 

df 
dentellement; si en efiet j- était toujours nul,/ ne contien- 
drait pas^, elf= o ne saurait définir une fonction de j^; le 



dy 
peut dire quej^ a alors une dérivée infinie. 



cas où -:r- = o doit être considéré comme un cas limite, et l'on 

dy ' 
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i — Dérivées et différentielles des fonctions implicites définies 

par plusieurs équations. 

Théorème. — Soient(f{x,yi , . . . , j>'„ ), /(^, Ji , • • - V/')j • • • - 
f(Xy Viy . . . , yn) ^ fonctions continues de ^, ^i , ^2, . . . , y„ 
yians le voisinage des valeurs particulières des variables 
= œ^^ y^ =y% " lYn =yni ainsi que leurs déri^'ées re- 
fialives à ces variables; les équations supposées satisfaites 



%^ 



Cp=rO, X 



O 



.. ., 4^ = O, 



définissent des fonctions y s, , jK2î "",yn implicites, mais con- 
tinues de x^ possédant des dérivées bien déterminées 
>urvu que Von n^ ait pas 

<)(cp.y ^^ __ 

Pour démontrer ce théorème, déjà établi dans le cas d'une 

seule équation, nous admettrons qu'il a lieu pour n — i fonc- 

tions définies par n — i équations, et nous retendrons au 

cas où Ton considère n fonctions définies par n équations. 

Si alors des n — i dernières équations (1) on tire^2?^3j "-> yn 

pour les porter dans ç = o,ç deviendra une fonction continue 

de X possédant une dérivée, puisque l'on a admis que 

^5, j^3, ...,^,, tirés de 72 — i équations étaient fonctions 

commues de x^ et pour la même raison de y y ; de plus, ces 

fonctions possèdent des dérivées. 

En considérant l'équation cp ■= o à ce point de vue, la fonc- 
tion cp sera fonction composée de x et de y^ et l'on en dé- 
duira la dérivée de y y par le procédé indiqué au paragraphe 
précédent, c'est-à-dire que l'on difierentiera 9 = 0, et l'on aura 



(S) 



/^\ d_ 
\àyj d 



dvi 
dx 



les parenthèses indiquant qu'il s'agit de dérivées totales prises 
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en faisant varier j^2) ^3? ... La dérivée -^ ne pourrait ces- 
ser d'exister que si Ton avait ( ^ ) = o; or on a 

mais les équations ^ = o,. . ., tj> = o différentiées par rapport 
à y^ donnent 

àyi àyi dyi '" ' ây^ ày^ ' 

> 

d^ d^ dy^ d^ âyn . 

«tri ctXî àyi Oyn Oyi 

1 IX M' • àvi dvs dy» 

on tire de la, en éliminant -'^ >/->...? . > 

donc ( -p j ne saurait être nul, sans quoi le déterminant fonc- 
tionnel suivant serait nul, ce qui est contraire à nos hypo- 
thèses. 

Quoi qu'il en soit, ce déterminant pourra être accidentel- 
lement nul, et ^ sera alors infini, ou indéterminé. 

L'existence de la dérivée étant établie, on la trouvera comme 
il suit : on difierentiera les équations (»), en considérant- 
cp, ^, . . .,d» comme des fonctions composées de x identique.— 
ment nulles, et alors on aura 

d(p . do , do , 

■^ dx -^ -^ dyi -i ... - -7-^ dyn — o, 

dx dyi *^' dyn -^ 

, -J^ dx \- — ^ dy^ -h . . . -f- -7^ dyn — o, 
(2) { àx 71 -^^ dyn -^ 



à±dx-^'±dyi-^..,-^^^dyn = o, 
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^à en déduit les valeurs de ^> -^ ^ •••; ainsi l'on a, par 

exemple , 

En differentiant encore les équations (2), on introduirait 
^* les quantités d^j'i, d^y2f • • •? d^fn et Ton aurait n nouvelles 
équations pour déterminer ces différentielles en fonction de 
dj^, dy^y ..., dy^\ etc. 

X. — Caractère des solntions multiples. 
Considérons un système d'équations 

(i) «pt (^1, ^ï, •••>^rt> <) =0, Ç)î=0, ..., ç« = o 

entre n inconnues, contenant un paramètre variable /; suppo- 
sons ces équations satisfaites pourri = Ç,, Xo = Ç^t •• •» ^ ='^- 
Quand on changera t en t -+- 8^, Ç,, ia^ • • • deviendront 
Çj -4- 8x1, S2 + 8-2:2, . • ., et l'on aura 

OU, en vertu de la formule de Tajlor, 

e désignant des termes du second ordre. Si l'on divise par 5/ 
et si l'on fait 8^ = o, ces équations fourniront les dérivées 
^\j ^'11 . . • de ^1, x<i^ ... relatives à t pour l ^:zz, el, en po- 
sant 

on aura 



r <7A dcpi aA dcp2 n 



Cela n'aura plus lieu si A = o. Supposons donc que A = o 
L. — Traité d* Analyse, I. 12 
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sans autre condition; en multipliant (2) par —j—) en faisa 

. • . 'i 

f = 1 , 2, 3, . . . et ajoutant les résultats, on a 

1° En général, le coefficient de 8^ est différent de zéro 
alors 8^ est du même ordre que les carrés et les produits d ^ 
oxi, 3j72î • • «î l'équation (3) peut remplacer l'une des équoL- 
tions (2); de n — i de ces équations on pourra tirer 8^2 
8^3, ..., 8^/1 en fonction de 8j7|, et, en portant ces valeur^ 
dans (3), cette équation, en négligeant les termes du troisième 
ordre, fera connaître deux petites valeurs de 8jc<, en fonctiora 

de 8^, ou plutôt deux valeurs des rapports -—^ pour 8^ = o^ 

donc, quand on aura A = o, deux solutions des équations (i"" 
seront venues en* général se confondre en une seule, ou er* 
une solution double des équations (i). 

2° Le coefficient de 8^ dans (3) pourra être nul; tout s^ 
passera comme auparavant, à cela près que les 8^ seront des 
Tordre de 8^. 

Maintenant, si A est nul ainsi que ses mineurs du premienr 
ordre, on pourra des n — 2 premières équations (2) tirer" 
8^3, 8^4, . . . , ^Xn en fonction de 8^< et 8;r2, en les consi — • 
dérant comme équations du premier degré, et porter leursa 
valeurs dans les équations obtenues en ajoutant (2) après lesis 
avoir multipliées par les déterminants mineurs du second ordres 
de A qui éliminent les 8^. Les rapports 

seront alors racines d'équations que l'on pourra, pour de très 
petites valeurs de 8f, réduire au second degré. En continuant- 
le raisonnement, on voit que A = o est l'indice que plusieurs 
solutions sont venues se confondre : il y a solution multiple. 
C'est ce qui explique pourquoi la méthode des fonctions 
implicites tombe en défaut. 
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XI. — Snr les déterminants des fonctions implicites. 

Considérons les équations 

/i = o» /i = o, ..., /« = o, 

entre les variables j>^ 1,^2? • • •> J'/i 6*"^i) «^i» . . ., j^„;aulieu de 
calculer séparément les -p^ ? on peut se proposer de calculer le 
déterminant 

i}{X\^ Xij • • • 7 -P/i ,) 

Pour y parvenir, on différentie Téqualion //= o par rap- 
port à Xj et Ton a 

d'où l'on tire 

dxj dyx dxj ôy^ dxj ôy„, Oxj 

Cette équation et les analogues montrent, par l'application 
; tlela règle de la multiplication des déterminants, que Ton a 

d{xx, xi, ..., Xn) 0{yx, yi, ...,7/t) ^(^1,^2, •••, -^/i)' 
<l'où l'on tire 

lormule analogue à celle qui fournit la dérivée de la fonction 
y définie par l'équation unique 

/ix,y) = o. 



XII. — Formule de Lagrange. 

Nous allons appliquer les considérations précédentes à la 
démonstration d'une formule célèbre donnée par Lagrange. 
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Cette formule a pour but de fournir les éléments du calcul 
d'une racine de l'équation 

(i) z^x-^tf{z\ 

dans laquelle z est l'inconnue. Pour trouver la racine ^, on 
peut la développer par la formule de Taylor, en la considé- 
rant comme une fonction implicite de t. On a 

cette équation donne 

... dz _ f(z) 

^' dt-i-tf\z) 

d'^z 
En différentiant encore l'équation (2), on introduirait -i-| 

que l'on pourrait calculer; mais en continuant ainsi il paraît 
difficile d'obtenir la loi de formation des dérivées de 5 ; on 
obtient une formule plus élégante en introduisant dans la 
question, comme l'a fait Lagrange, les dérivées de z relatives 
à X, En différentiant (i) par rapport à :r, on a 

dz ^,, . dz 

OU 







dz 
dx 


ï 


• 

y 






i-^/(^) 




la comparaison 


de 


cette formule avec 


(3) 


donne 


(4) 




dz 
dt 


dz 







de sorte que, pour différentier z relativement à t^ on peut se 
borner à différentier par rapport à ^ et à multiplier le résultat 
par f{z). Cette formule peut se généraliser et il est facile de 
voir que 

ce qui se vérifie en effectuant les différentiations indiquées. 

On a en effet 

,, .dz dz , , d^z 



dt dx * ^ dx dt 
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pour la valeur de chacun des deux, membres de la formule 
précédente. En appliquant cette remarque à Téquation (4), 



on a 









En différentiant de nouveau, on a 



d^z 
~d^ 



et enfin 

(5) 












- - ÉHLÏ fnt \^^ 

« ~ dxn-tl' ''"'dxi 



Pour < = o, cette formule devient 

La formule de Taylor donne alors 
(6)i = x+</(^)+^-J[/»(ar)]+ '' 



d* 



[/H^)] 



1,1 dx ^ ^ '^ ' 1.2.3 dx^ 
Wcn entendu, cette formule doit être complétée par le reste 



I.2.../1 ûte»-> [/ ^^^ dt \ 



où l'on doit remplacer t par 6/. Quoi qu'il en soit, il ne sera 
pas nécessaire en général de calculer ce reste, et, si t est petit, 
on pourra faire usage des termes de la formule (6), sauf à 
vérifier que l'équation (i) est satisfaite. 

Si Ton appliquait la méthode d'approximation de Newton 
à l'équation (i), en prenant x pour première valeur approchée 

A • ' tf(x) 

^^ZjOn aurait pour terme de correction _//■// x > ^^9 en sup- 
posant t très petit, 

t/{x)[i H- tfXx) + t^H^) + ...], 
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ou enfîa 


</(^)+T^/'(^) + --- 



Employer la formule de Newton, c'est donc employer les 
deux premiers termes de la formule (6). 

La formule (6) n'est qu'un cas particulier de la formule de 
Lagrange, qui donne le développement d'une fonction quel- ■ 
conque 0(5) de la racine. 

On trouve cette formule en calculant -3— YL{z)\ on a, en 

ayant égard à (4), 

dUjz) __ , dz _ „,, ^^ dz 



- U'(z) ~ = n'(;;) -r-f(z), 
dt ^ ^ dt ^ ^ dx-^^ ^' 



dt^ 



et, en général, 

d 



df' dx''-^ L '^ dx\ 

Pour / = o, on a 

la formule de Maclaurin donne alors 

n(^) = n(^) - t[u\x)/ix)] -^-^-^ [u'(x)f^(x)] + . . . . 

Nous retrouverons ces formules plus loin en leur donnant 
une précision plus grande. Nous n'en ferons pas d'applica- 
tions en ce moment, notre but ayant été de donner surtout 
un bel exemple de différentiation des fonctions implicites. 
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EXERCICES ET NOTES. 



1 . Si l'on pose 



x^ = sinçi cos(p2, 

Xz = sincp, sinçî coscpa, 

•• ? 

Xn = sincpi sincp2 . . . sincp„_i coscp,,, 



on aura 



Cf ( X I , X9 . ■ . . . Xfi ) , . . . 

^— ^ = sin«©i sin«-*cp2 . . sin*cp„_i sincprt 



2. Si Ton a 

Xi 



(Jacobi.) 



Xif 



X 



n 



ai -+- Al a^-¥- A| 



«1 -4- X2 ^2 ~^ ''2 



a,i -+- X2 



= I, 



^1 



•^2 



X- 



il 



= h 



on aura 



()(^i,^2? . . *,^«) _ A A 
(/(Al, A2, . . . , A/i ) 1' 

A désignant le produit des différences que l'on peut former avec les 
quantités a, A le produit des différences que l'on peut former avec 
les quantités X, et P le produit des quantités a/ ■+- Xy. 

3. Si l'on pose 

a: = a£C0Si];sin6, j^ = 6e sin<|/ sinô, .3 = c£COs6, 



on a 



.; ft ,: =a6c£ sinO. 

()(e, e, ^) 



4. Si l'on a 



Xi Xi 

dxi dx% 

• • • • • • 



Xfi 

dx,i 



• • • • • 



d^'^Xi d^'^Xi ... d"'~^x,i 



= 0, 
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on a nécessairement, entre Xi, x^, , . ,, a?„, une relation de la fo^^ 

«i iPt -H aj Xj -+- . . . -4- ct/iXfi = o, 
aifO^y ., .fOn désignant des constantes. 

5. Trouver les dérivées des fonctions yijj^s, . . . données par le 
formules 



7Î-+-JÏ-+- •••-+- 7«=^''- 



6. Trouver les dérivées dey et ^ données par les formules 

y^ -h zx = X, 
X -~y -f- ^ = I . 



<J 



^^^^ 



CHAPITRE VIIL 



DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. 



LEURS DERIVEES ET LEURS DIFFERENTIELLES. 



I. — Définition précise d'une fonction de variable imaginaire. 



Soient z = x-i-y^ — i une variable imaginaire, X et Y 
[eux fonctions de œ e\.y\ X + Y y] — i sera une fonction de 

-f-j^ y/ — * > toutefois, on ne considère en Analyse que les 
fonctions ayaut une dérivée bien déterminée. Cauchy ap- 

îlait ces fonctions monogènes. Pour que la fonction 

-1-Yy— I admette une dérivée bien déterminée, il faut 
^que les fonctions X et Y satisfassent à certaines conditions 
que nous allons chercher. 

La dérivée de X + Yy/ — i est la limite du rapport de 
raccroissement de X + Y y/ — i à Taccroissement correspon- 
dant dx -^ ^y sj — I ^6 sa variable, quand dx et dy tendent 
\ers zéro. La dérivée cherchée peut donc se mettre sous la 
forme 



lim 



dx-\- dy / — I 



pour dx = o, (fy = o. 



Si l'on néglige des termes du second ordre, on trouve pour 
cette limite 



dx-\- dy ^ —\ 



ou 



— dx — 

dx dy 



rfK-Hv/=T(g^+^rf7) 



dx-\- dy yj — i 
Cette dérivée dépend du rapport -j- et par suite elle est indé- 



l86 CHAPITRE VIII. 

terminée en général. Pour qu'elle ne soit pas indéterminée, 
ou pour qu'elle ne dépende plus du rapport -^j il faut et il 
suffit que 

ou que Ton ait à la fois en égalant les parties réelles et les 
coefficients de y/ — i 



1 

— I 




dx Oy 


d\ OY 
dy dx 



(0 

Telles sont les relations nécessaires et suffisantes pour que 
X + Yy/ — I ait une dérivée; dans ce cas, d'ailleurs, la 
dérivée est égale à l'une quelconque des deux expressions 

dH I dX (dX , — dX\ I 

plus généralement la dérivée est égale à 

dy. ^ dx ^ I — [dx _, dx ^ 

^dx^-dy-^-^-i^-dx + ^dy 



dx -\- dy / — I 

quel que soit le rapport -^. On peut donc supposer j^ et x 
fonctions de ^ et dire que la dérivée est égale à 



dX , d\ , , [dX , dX 

-T- X ^ -r— r' H- /— I ( -— X -\- — 
dx dy -^ ^ \dx dy 



x' et y désignant le» dérivées de x e\,y relatives à /, ce que 
l'on peut écrire 

d\ dX /-— 

x' H-y /^ 

II. — Calcnl de quelques dérivées. 

Les règles données pour prendre les dérivées d'une somme 
d'un produit, d'un quotient d'une puissance, d'une fonction 
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ronction, quand la variable est réelle, s'appliquent au cas 
variable est imaginaire; les démonstrations que nous 
is données ne supposent nullement la variable réelle : elles 
iposent seulement que les dérivées des fonctions sur les- 
tlles on raisonne existent, à l'exception de la dérivée 

îhée. 

fous aurons à revenir sur la dérivée des fonctions coni- 
jes et sur celle des fonctions e^, sin^, cosx et logx, 
m a 

c-k-y\^^ = e^(cos^ -f- v^— I sinj), 

^'^^^— î = [e^(cosj'-+- v^ — I siny) dx -\- C'^ { — sin^-^-v^— i co^y)df\ 
_ gx-^y»^ (^clx -^ dy sj^^v) : 



a donc, quel que soit —-? 



dx 

d.e^-^y'^'^^ 
dx-\- dy \J — 1 



= e-^-t-vv-i . 



me la dérivée de e^est e^ lors même que x est imaginaire. 
On a 



>g(:r-i-^' v/ — i)= log >J x'^ H-^'^-+- arctang - ^ — i, 

L / I \ xdx-\-ydY xdy — ydx / 

\\o^{x-^-ys/—i)= ./^^^^ + /, _J^-i V — i 

_ {dx-^ dy v/ — i) (j- — j / — \) _dx ^ dy sj— i . 



^ -^y'^ 



X -^y ^- 



d\o^(x-it-y yj— i ) ,- j, j . j ^J^ ^ 1 

me ^-^^ ; est indépendant de -r- et a pour valeur 

dx-\-dyyf^\ ^ dx ^ 



rour 



X -\- y y/ — I 
trouver la dérivée de cos^, on observe que 



V^ _4_ p-XsT^l 



cosa? = 



teir suite, 



dx ~ 2 



y/ — I = — %\x\x. 
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On trouverait d'une façon analogue la dérivée de sinj:, de 
tang^, ... qui sont monogènes. On en déduira facilement 
celles des fonctions inverses, arcsin^, arccos^, .... 

Quoique la fonction a^ soit peu usitée, si l'on veut en 
prendre la dérivée, on l'écrira sous la forme e^*°s« et sa dé- 
rivée sera logae^^*^^'^ ou a^loga. 

La dérivée de x^ se déduit immédiatement de celle de 
log:r, comme dans le cas où la variable x est réelle. 

Avant de chercher la dérivée d'une fonction composée, 
nous reprendrons la formule de Taylor et nous essayerons 
de la démontrer pour le cas où la variable est imaginaire. 



III. — Formule de Taylor. 

La formule de Taylor s'applique aux fonctions de va- 
riables imaginaires, lorsqu'on les suppose mono gènes. Soiu 
X+ Y y/ — I une fonction monogène; sa dérivée 

étant indépendante du rapport -j^> peut être remplacée pair" 

d{\ -H Y v/~) , dx-^dys/^1 
dt ' dt ' 

t désignant un paramètre quelconque, dont x ei y seron-t 
des fonctions arbitraires; si l'on prend ^ = J7, on a pour 

dérivée 

d\ d\ I ■ 

1 ^ — I. 

dx dx 

Il est facile de voir que cette dérivée est encore monogène: 
en effet, on a identiquement 

dx\dx ) ~~ dy\dx) 
dy\dx)~ âx\dx/^ 
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dont on s'assure en remplaçant -^ par son égal j- et 

par — T'y ^^ résulte de là que les dérivées successives 

me fonction monogène sont toutes uniques et bien dé- 

rminées. 

Cela posé, observons encore que, si Ton veut prendre la 

trivéede/(-3) = /(^ -\-y\J — i) = X + Yy/ — i par rapport 

an paramètre t dont x ^ly soient fonctions, on aura 

df _ ^(X-f-Yv/^) _ ^(X-f-Y/^) dix-^yj^x) ^ 
dt~ dt " d{x -\- y \J'^\) d^ 

1 

di^^^-^-dt' 

lela posé, proposons-nous de développer la fonction /(:?) 

livant les puissances ascendantes de z. Posons z = /e^^~' 

t 

iCs fonctions cp et i}^ pouvant d'ailleurs contenir 8, que nous 
émettons pas en évidence pour ne pas compliquer l'écriture, 
ous aurons 

( /(^)= ?(o)-+-rcp'(o)-+-...-+- — -^ -^"C^r) 

) } 

( _H y/HT 1^4.(0)+ /'f(o) -+-... -I- _— Ç^^4,/i(jxr)j, 

et jx désignant des nombres compris entre o et i. Cette 
ïrinule suppose seulement l'existence des n premières déri- 
ées def(z) pour z = o et dans le voisinage de cette valeur, 
^r, on a 

/ ,y(^)_t-y/Zr7^"(^)^y'^(,.eOv^^)e20vCT 



(^n(^r)-h\/'^^"{r) = f"(re^'^)e^^'^; 
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portant ces valeurs dans (1), on a 
ce qui peut s'écrire 

(/(.)=/(o)+./(o)-....^ ,^3;'7„_ /"-'(o) 

(3) I 



J •^•«3« • • / V 



^_„e»/-i[^/i(Xr) + v^— i4^'«([xr)]. 



Cela posé, soit R;, la plus grande valeur que puisse prem 
le module de /"(;?) ou de /''(-s)e«Ov^~ (ce qui est la mê 
chose) quand le module de z varie de o à r, soit 

on aura, en vertu de (2), 

donc 

cp«(r)= pcos(a-j- n6), 

ij;n(r)= p sin(a-}- n6); 
donc 

et par suite aussi 

donc enfin 

v/[cp«(Xr)]2-h[i^«(fxr)p ou mod[cp«(Xr)-+-/^i^«(|jLr)] <R;, 
et la formule (3) peut s'écrire 

H ô R/iVîiS> 

R;, désignant le module maximum de/'^(z) quand le mod 
de la variable reste inférieur ou égal à celui de .s et s design 
une imaginaire dont le module est au plus égal à i . 
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Posons /(z)=^ F(x + z) el la formule (4) donnera 



F(a: -^jz)= F(x)-{-zF'{x) 



I . 2 . 3 . . . ( /l — I ) 



F«->(x) 



:;" 



I . -2 . j . . . /i 



R« />.î, 



iji désignant le module maximum de F(a: -\- z) quand la 
iable z conserve un module inférieur à celui qu'elle prend 
is la formule précédente, ou, si Ton veut, 

R« désignant le module maximum de F'' quand la va- 
iable z reste dans un cercle décrit du point x comme 
mtre avec le module de z pour rayon. 

En particulier, on a 

[5) V(x-\- z)= F(a7)-h^R,£/î. 

ii donc F'{z) est nul dans un cercle décrit du point x 
ïOTnme centre avec un rayon quelconque, Ri sera nul et 
\x -\- z) sera égal à F(j:), ce que Ton savait. Mais, récipro- 
lement, 

Si la dérivée F\z) d^ une fonction est nulle à l^ intérieur 
''un cercle décrit du point x comme centre avec un rayon 
Jr, la /onction F(z) sera constante dans ce cercle, 

L En effet, Ri sera nul et la formule (5) donnera 

F(x-hz)=F{x); 

il résulte de là que deux fonctions monogènes qui à l'inté- 
rieur d'un contour donné ont la même dérivée ne peuvent 
différer que par une constante j puisque leur différence a 
sa dérivée toujours nulle, 

La formule de Taylor une fois établie et réduite à 
ses deux premiers termes permettra de retrouver la valeur 
de la dérivée d'une fonction composée dans le cas où la 
variable est imaginaire. Il n'y a rien à changer à la démons- 
tration que l'on a faite en supposant la variable réelle, et il 
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faut toujours supposer que les dérivées des fonctions coï 
posantes sont bien déterminées. 

Il reste à examiner les dérivées des fonctions impliciw 
Soit z = X -+-y\/ — i et M = X + Y y/ — i une fonction 
z définie par l'équation 

/(«/, z) = o. 
Cette équation équivaut à deux équations telles que 



(0 




1 i;;(^,j,X,Y)-o, 


où Ton a 






de (1) Ton tire 




/ = cp -f- ij^y/— I ; 




dX 
dx 


d{x,\)' à{X,\)' 




dY 


- c^(X,7)*d(X,Y)' 



mais, si la fonction/ est monogène par rapport à w et 
on a 

c^cp d^ do d^ do d^ d^ «^cp 

dx^d^' ôk^dY' dY^^dX' dx^~d^' 

donc 

()(cp, ^) d(^ d^ d^ d^ _ d^ d^ d^ â^ 
d{x, Y) '^dx'dY~dYdx^dyôX~ôX'^ 

_ d(^, cp) ^ ^Op^JO. 
c)(7,X) d{X,yy 

donc enfin 

àX _d_Y 

dx ~ dy 

On verrait de même que 

àX _ _dY 
dy dx 



La fonction X + y/ — i Y est donc monogène. L'existence 
sa dérivée étant établie, on la trouvera comme dans le cas 
la variable est réelle, lorsque Ton sait que la dérivée exi* 
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IV. — Différentielles des fonctions de variables imaginaires. 

La diflTérentielle d'une variable imaginaire sera le produit 
de la dérivée de celte fonction par raccroissemenl ou diffé- 
rentielle de sa variable. La définition de la dérivée d'une 
fonction imaginaire ayant été bien précisée, il ne peut y 
avoir aucune difficulté pour concevoir la notion des dérivées 
et des différentielles des différents ordres non plus que la 
notion de différentielle totale. 



L. — Traite d'Analyse, I. i3 



1 



CHAPITRE IX. 



CHANGEMENT DE VARIABLES. 



I. — Changement de variable dans les fonctions d'une seule variable 

indépendante. 

Le problème appelé changement de variable a pour but, 
étant donnée une expression contenant des fonctions, leurs 
variables et leurs dérivées, de calculer la même expression à 
l'aide de nouvelles fonctions, de nouvelles variables et des 
dérivées de ces nouvelles fonctions, les nouvelles fonctions 
et les nouvelles variables étant liées aux anciennes par le 
moyen d'un nombre suffisant d'équations données. 

On a souvent besoin de résoudre ce problème en Géométrie 
quand, ayant l'expression d'une ligne en coordonnées rectan- 
gulaires, par exemple, on veut en obtenir l'expression dans 
un autre système de coordonnées rectilignes ou polaires. Mais 
le Calcul intégral surtout nous fournira de nombreux exem- 
ples de changement de variable. 

Nous considérerons d'abord le cas où il n'existe qu'une seule 
variable indépendante. Dans ce cas, nous allons voir que l'on 
peut calculer les dérivées des anciennes fonctions à l'aide 
des nouvelles, sans qu'il soit nécessaire de connaître les rela- 
tions qui lient les fonctions à leurs variables, de sorte qu'il 
suffira d'avoir l'expression des anciennes fonctions et des 
anciennes variables en fonction des nouvelles. 

Pour résoudre la question qui nous occupe, désignons 
par X l'ancienne variable et par y l'ancienne fonction (ou 
l'une des anciennes fonctions)^ laissons la nouvelle variable 
indéterminée, afin de nous réserver la faculté de la choisir à 
la fin du calcul, et désignons-la par t\ représentons par un d 
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une différentielle prise en regardant t comme variable indé- 
pendante, en réservant le d pour le cas où x est la variable 
indépendante. 
Je dis que Ton aura 

^ = ^. 
dx dx 

Cette proposition a déjà été établie, mais, en raison de son 
importance, nous la démontrerons de nouveau. 

On a 

Or/^:j'^est égal ^^-i-jA le numérateur et le dénominateur 

X t Oc 

de cette fraction sont respectivement égaux à dj^ et dx; on 
a donc bien 

(2) ±=^. 

dx dx 

Mais on n'a pas 

d^y _ ^'.x. 

dx^ dx^ ' 

; en effet, pour calculer -j^? différentions par rapport à x les 
deux membres de (2); la dérivée du premier membre est 
égale à^-y» celle du second s'obtiendra en prenant sa dé- 
rivée relative à ^ et en la multipliant par -7-, et cela en vertu 
du théorème des fonctions de fonctions ; ainsi 

' dx^ ât dx' 

mais on a (p. 69), d'après la règle de la différentiation d'un 
quotient, 

déplus, en vertu de (2), -j- = ^-; donc (3) devient 

d^y d^ydx — d^xdy ât 
dx^ "" dtdx^ dx 
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OU, réductions faites, 

d^y _ à^y dx — d'^x dy 

Pour obtenir -T-=j> on différentiera le premier membre de 

cette nouvelle équation par rapport à ^; il faudra alors diffé- 
rentier aussi le second par rapport k x, ou, ce qui revient au 

même, par rapporta t, en multipliant le résultat par -7- = j-; 

on aura ainsi 

J à^y àx — d'^xdy\ 
d^y _ \ dr3 / àt 

dx^ dt àx 

OU, réductions faites, 

jzy ^Zy ^/p* — fjiiy ^2 x ôx^ — 3 ôx^ ô^ X ô^ y -\- 3 âx^ â^ x^ dy dt 
dx^ dx^ àt dx 

c'est-à-dire 

d^y __ â^y àx^ — à^y à^xàx — 3ôxà^x d^y -h 3à^x^ ày 
^^ dx^" àx^ 

L'expression de -t-=^ s'obtiendrait en différentiant encore par 

rapport à Xy et ainsi de suite. 

Les formules (2), (4), (5) résolvent le problème que nous 

avions en vue, car -j-j -t-^> • • • sont calculés en fonction de 

dx, dy^ d^x, d^y, ..., lesquels s'exprimeront en fonction 
des nouvelles variables quand on connaîtra a: eljK en fonction 
de ces variables. 

Pour bien faire comprendre l'esprit de la méthode, nous 
l'appliquerons à un exemple : supposons que l'on ait 

(6) a7=M-hp, y = u—Vy 

et que l'on désire calculer -j- et ^-^ en fonction de j- et de 

-T-j; on déduira de (6) 

àx = du-h àÇy ày = au — à\ff 
à^x = à^u-hà^v, à^y = à^u — à^v. 




(7) 
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Les formules (2) et (4) donneront 

dy _ du — dv 
dx ~ du-h âv 

dx^ ~ {Ou-^-dvy^ 

ou 

(8) 



'97 



d'^y d^uâv — d^v du 



dœ^ {du-^-dv)^ 

Jusqu'ici la variable indépendante t est restée indéterminée ; 
SI Ion veut que v soit variable indépendante, on fera, 
dans (7) et (8), d^v=io^ et l'on aura (il ne faut pas oublier que 
la variable indépendante est celle pour laquelle la différen- 
tielle est constante, et la différentielle seconde nulle) 

dy _ du — dv _ / du \ /du 
dx ~ du-^dv ~ \dv / ' \dv 

d^y _ d^udç 
dx^ ~~ 



_ d^u /du Y 



{du -\- dv 

Un calculateur non prévenu pourrait déduire des for- 
mules (6) 

dx = du -\- dv, 
d^y =z d^u — d^Vj 

^h par suite, 

d^y _ d^u — d^v 

dx^ ~ (du-hdv)'^' 
Cette formule est parfaitement exacte et la suivante aussi. 



dx^ 



d^u 
d^v 



/du \ 



2 d^v 



"ïais elles ne nous apprennent rien, et Ton ne peut pas y 
lairerf^^;-— o, puisque x est toujours variable indépendante. 
11 y a parfois avantage à conserver, dans les calculs, des 
lormules où la variable indépendante reste arbitraire et n'est 
pss spécifiée; ces calculs gagnent en élégance et en symétrie, 
^aisily a alors une remarque curieuse à faire, c'est que les 
lormules ne peuvent pas affecter certaines formes; ainsi, patr 
^^emple, l'expression 

d^y dx -\- d^x dy 
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ne peut pas exister isolément et représenter, quelle que soit 
la variable indépendante, une seule et même quantité. En 
effet, si Ton suppose x variable indépendante, cette expres- 
sion devient r^ 3 = -y^; si l'on change alors de variable et 
si l'on reprend l'ancienne variable indépendante arbitraire, 
on trouve —=^ -^-^ —^ qui ne peut pas être identique avec 

l'expression proposée; celle-ci ne saurait donc exister pour 
une variable indépendante quelconque. 

De là un moyen de vérifier les calculs, analogue à celui 
que fournit la loi de l'homogénéité en Géométrie ; on voit en 
effet que, si aucune variable de la question que l'on traite 
n'a été prise pour variable indépendante, les formules affec- 
teront une forme spéciale, telle que, quand on y fera d^x^ 
rfs^r, , . . = o, par exemple, on devra retomber sur ces for- 
mules en faisant le changement de variable le plus général. 
Cherchons encore ce que devient l'expression 

(9) R=^^'. 

que l'on rencontre fréquemment en Géométrie, etoùy ^= -j-i 

^^^dfi' ^^^^^ on y fait 

(10) a7 = rcos6, jK = ^sin6, 

et que l'on prend 6 pour variable indépendante ; il faut alors 
supposer rf^ô = o. 

Pour faire le changement de variable, on doit d'abord 
exprimer jk' et ^' au moyen des différentielles dXy dy^ d^x^ 
d^y prises par rapport à une variable indépendante quel- 
conque, qui sera plus tard 6; les formules (2) et (4) donnent 

,_ dy „ __ d^ydx — d^xdy 
^ ~ ^' ^~ SÏ3 ' 

et nous écrivons le d en italique parce qu'il n'y a plus de 
confusion possible : R devient alors 

/ X D {dx-^^dy^Y 

(11) R = -j^ — î ,„ , • 

^ ' d^ydc — d^xdy 
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Les formules (lo) donnent, en supposant rf^ô = o, 

dx ■= dr cosô — rsinôrfô, 

dy =^ dr sin6 -f- r cos6 rfô, 
d^x = 6f*rcos6 — idrd^ sin6 — rcos6 6f6*, 
d'^y = rf*rsin6 -h idrd^ cosO — r sinôrfÔ*; 

et, en portant ces valeurs dans (i i), on trouve 



R = 



(dr^-hr^d^^)^ 



— rd^rd^-^id/^d^-^ r^ d^^ 



Nous ferons ce calcul d'une manière plus simple dans la 
théorie géométrique de la courbure. 



n. - Du changement des yariables indépendantes dans une fonction 

de plusieurs yariables. 

Le problème à résoudre est celui-ci : 

Etant données la fonction de x^^ X2, . . ., ^//, 

et une suite de relations, telles que 

(1) ^(^1, ^s, ..., ^«; 71,72, ..., r/t) = o, 

permettant de calculer les x en fonction des y, ou les y en 
fonction des x, relations au nombre de n, on pourra con- 
sidérer u comme une fonction des y et poser 

" = F(7i» 72, •••, 7/0; 

^1^ propose de calculer les dérivées de u relatives aux va- 
niables Xi, X2j * » 'f Xn en fonction des dérivées de u rela- 
tives aux variables 7i ,72, • . • , 7^//. 

Nous dénoterons les premières dérivées (relatives à^, . . . ,Xn) 
^vec la caractéristique d; nous dénoterons les autres (rela- 
tives à7, ,^2» • • • > yn) avec la caractéristique d; cette manière 
^6 distinguer les deux espèces de dérivées est tout à fait néces- 
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saire quand, parmi les variables j^, il y en a qui figurent dî 
la suite X|, x^t . • •, ^/i, et nous verrons bientôt que -r- et 

sont en général distincts. 

Cela posé, on peut regarder u comme une fonction coro^ 
posée dex/;en effet, m— F(jKi,72, •••57«) etjKojK2, • -j/i 
sont fonctions de ^i, x^, . . ., Xn et en particulier de Xi\ si 
donc on différentie u comme une fonction composée, en lais- 
sant les X constants, à l'exception de xi, on aura 

. . du _ du dyx du dy^ ulu dyn 

dxi ~ dyi dxi dy^ dxi ' " dyn àxi 

Cette formule résout la question pour le premier ordre ; -r- 

est calculé en fonction de -j— > • • • > -^ — > car les dérivées 

dyx dyn 

T^> 3^ ' • • • se déduisent des relations (i). 

dxi àxi ^ ' 

Il y a parfois avantage à procéder différemment. En consi- 
dérant M = F(Xi, , . ,^Xn) comme fonction composée dej^/? 

on a 

du du dxi du dxn 
dyi ~ àxx dyi dx^ dyi 

Si Ton faite= i, 2, 3, . . . , n, on a n équations du pre- 

y , du du |, A A 

mier degré en - — > - — > • • • que 1 on pourra résoudre par rap- 
port à ces inconnues. Cette méthode sera avantageuse quand 
les X seront donnés explicitement en fonction des y-, La pre- 
mière méthode, au contraire, devra être préférée quand les 
y seront donnés en fonction des x. 

Je passe maintenant au calcul des dérivées ^ — - — en fonc- 
^ dxi dxj 

tion des dérivées -i — -r-' Reprenons la formule (2) 

du^_du_dy\ du dyn 

dXi dyi dxi ' ' ' dyn dxi 

Chaque terme du second membre peut être considéré comme 
une fonction soit simple, soit composée, de Xj par les jk; en 
différentiant alors par rapport à Xj et en écrivant, pour plus 
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e clarté, dans le second membre, sur une même ligne, les 

érlvées de chaque terme de (2), nous aurons 

■ 

Wi^Xj dy\ dxiàxj '" dy\dyn ôxi dxj dyi dxidxj 
-H 

d^u àynàyi d^uâyndya , du â^yn 



dyn dyt àxi dxj ' ' ' dy% ôxi ôxj dyn àxi dxj 

Cette formule résout la question pour le second ordre, et 

îs dérivées ^^ se déduiront des formules (i). On pourrait 

nssl suivre une méthode analogue à la seconde, que nous 
ivons donnée pour le premier ordre. Nous ne pousserons pas 
jlus loin cette théorie qui, pour les ordres suivants, donne- 
rait des formules de plus en plus compliquées. Passons aux 

applications. 



III.— Première application des tl^éories précédentes. 
Les fonctions isotropes de Ganchy. 

Pour bien faire comprendre les théories exposées au para- 
paphe précédent, nous ne saurions mieux faire que de les 
appliquer à une théorie développée par Cauchy à propos de 

ws travaux sur les vibrations de Téther {Nouveaux Exer- 

cices), 

Uuchy appelle fonction isotrope une expression qui ne 
change ni de forme ni de valeur, quand on fait une trans- 
lormation de coordonnées en passant d'axes rectangulaires à 
** autres axes également rectangulaires, sans changer d'ori- 
pue. Les formules de transformation en question sont 

ia:= a; H- 6t) H- cÇ, ^ = ax -\-a'y-\- a" z^ 
y=a'\-\-b\-^c"C, r, = bx^b'y-^b''z, 
\ z = ari-^ b^ -I- c'^Ç, l = cx-\- c'y 4- c" z, 

^ïitre les neuf cosinus a, b,c; a', b', c' ; ci' , b"^ d\ il existe 
^^ï'claiions bien connues dont nous ferons usage, mais qu'il 
^stinutUe d'écrire. 
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Cela posé, considérons l'expression 



^■-m'Ht)'Hty 



que Lamé appelle le paramètre différentiel du pn 
ordre de la fonction u de x^y, z\ il est facile de voi 
cette fonction est isotrope* Faisons, en effet, le change 
de variable (i), nous aurons 

du _^ du d^ du dT\ du dl^ 
^^) dâ:~ 'd^dx'^ d^dx~^TZdx'' 

mais des formules (i), résolues par rapport à Ç, r^, î^, o 



d^ dii , di: 

dx ^ dx * dx ' 



donc 



du _ du , du du 

dx ~ d\ di\ dX^ 

t au , du y , du , du 
du - du , _ du _ du 

Tz='' d?-^* ^^'' dç- 

En élevant ces formules au carré, en les ajoutant 
ayant égard aux relations 

on trouve 

/duY /duY fdu\^ /àuY / duY / àuV 

U) ^(ry) ^{r.) ={6ï) -^U) -^{rO ' 

la fonction Ut est donc isotrope. 
Considérons encore l'expression 



d^u d^u d^u 

_l— — ^ , 

dx^ dy^ dz^ 



2= -T-r -i- 



que Lamé a rencontrée souvent dans ses recherches d< 
sique mathématique et à laquelle il a donné le nom de 
mètre différentiel du second ordre de la fonction u. 
Effectuons le même changement de variable que 
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ieure : à cet effet, les formules (3) donnant -t-? -r- > t-' cal- 

^ ^ ^ dx oy âz 

ons T-^> et, pour cela, différenlions la première de ces 
iules (3) par rapport à x\ nous aurons 






dx à^àri dx à^dl^ 



i]*4-]-[-] 



bien, en remplaçant ^' p' ;^ par leurs valeurs «, 6, c, 



dx dx dx 



= «2 



d^u 
dx^ 



62 



^j2 



dz^ 



ibc 



d^u 
dydz 



d^-u , d^u 

ica - — ^ — \-iab 



Ozdx 



dxdy 



Les valeurs de -^-ry -r-r s'en déduisent en accentuant une 

dy^ dz^ 

»s et deux fois les lettres a, 6, c. En ajoutant les formules 
isi obtenues avec celle-ci et en ayant égard aux relations 
'H- a 2 _|_ ^'/2 _ j ^ fj^i _l_ a!il ^ a"b"= o, . . . , on trouve 

d^u d^u d^u d^ii d^u d^u 



dx^ dy 



dz^ 



()$2 ^ 



à^' 



t la fonction U2 est isotrope comme U,. 

Cauchy a indiqué le moyen de former toutes les fonctions 
Isotropes ; nous nous bornerons ici à en signaler quelques- 
unes, ce qui constituera toute une série d'exercices sur le 
changeaient de variable. 

a^y jKj ^ et ^'f JK'î ^' étant les coordonnées de deux points 
le Tespace, les fonctions suivantes sont isotropes : 



^2_f_^2_|_^2^ xx'-hyy'-h zz'; 

,du ,du 

dx '^ dy 



, du 



du du 



du du du du du du 



dx 
d^-u 



dy 
d^u 



du 
'di'' 

d^u 



dx dx' dy dy' dz dz' dx dx' dy dy' dz dz' ' 

d'ailleurs, en examinant avec attention ces formules, le lecteur 
pourra bientôt écrire une infinité d'autres fonctions isotropes. 
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IV. — Changement de yariable dans le cas où Ton change à la fois 
les fonctions et les yariables indépendantes. 

Le problème du changement de variable considéré dans 
toute sa généralité peut s'énoncer ainsi : 

Etant données m -\- n relations 

. ( /l = O, /s = O, . . . , /m-hfi = O, 

entre m fonctions y ^^ y ^^ ,,.^ymde n variables x^y X2, ..., 
Xfi, et m autres /onctions tj,, 7i2> • • «5 'f\m de n nouvelles 
variables Ç,, $2? •••> $«, calculer les dérivées des y par 
rapport aux x en fonction des dérivées des r\ prises par 
rapport aux Ç, et vice ver^â. 

Ce problème, comme on va le voir, peut se résoudre sans 
qu'il soit nécessaire de connaître les relations qui lient les 
y aux X, Au fond, il coïncide avec un problème déjà résolu, 
celui qui a pour but de faire connaître les dérivées d'une 
fonction implicite. En effet, les équations (i) peuvent être 
considérées comme définissant m -\- n fonctions implicites de 
x^^ X2, . . ., a:,,, savoir Ç», Ç.,, . .., Ç^etjKi, J2» •••> Jm, les tj 
étant des fonctions des Ç dont on peut supposer les dérivées 
données. Ce que l'on veut, ce sont les dérivées des j>^; ce sont 
les seules que l'on calculera; il faudra éliminer celles des Ç. 

Ainsi comprise, la question est résolue par ce qui a été dit 
plus haut; on difFérentiera les m -}- /i équations (i) par rap- 
port à x^, x^y . . ., Xfi et l'on obtiendra, en particulier, en 
di£rérentiant//= o par rapport à Xj, 

{I V 

On aura {m-{-n)n équations pareilles à celle-ci, donnant 
les mn quantités -—^ et les n^ quantités -p^; ces n^ quantités 
n'ont pas besoin d'être calculées : on pourra les éliminer, et 
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l'on aura les résultats en fonction des dérivées des ^ et des 

dérivées partielles des /dont on pourra éliminer les x et les jk 
au moyen des formules (i). 

Si l'on différentie de nouveau les équations (2) par rapport 
à jTi, 0:2, • • •? ^ni on introduit les dérivées secondes des r, 
par rapport aux Ç, et Ton peut calculer les dérivées secondes 
des Ç et des y par rapport aux x ; comme on n'a pas besoin 
des dérivées des Ç, on les éliminera pour ne calculer que celles 
des^, et ainsi de suite. 

Le changement de variables, dans le cas général, conduit 
à des calculs parfois inextricables ; il convient de n'en user 
({ue lorsque Ton y est contraint. Nous allons nous borner à 
traiter deux exemples très simples pour faire bien saisir Tes- 
prit de la méthode. 

1° Étant données les équations 

^ 1 t t i f ' f àz dz d^z â^z 

calculer les dérivées p= —, q =z —, r= -r-^ > s = 



dx ^ ây âx^ àxày 

i^-^—en fonction des dérivées p'^= -^y a = -r^, r = -t~, 

* = -rr~-> t = -T-^; on suppose qu il existe entre les quan- 
tités a, by Cy ... les relations qui lient entre eux les neuf 
cosinus d^une transformation de coordonnées. 

Différentions les équations données (3) par rapporta Ç et r,, 
en considérant z comme fonction composée de Ç et yj par x 
et^; nous aurons 



(4) 



dx , 


^^=a'+cy, 


àx , , 


% = l>'^c;, 


dx dy 


a''-hc''p, 


dx dy 


f-^c'q'; 
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ooc oY dûc d\^ 

si, entre ces six équations, on élimine ■;îf ' ;^ ' 3- ' ;^ dont on 
n'a pas besoin, on trouve 

_ ap'-^àq'-+-c _ a'p'-h^b'q'-\-c' 

a p -{- o q -\- c a p -\- o q -\- c 

Passons au calcul des dérivées secondes. La règle générale 
nous apprend qu'il faut différentier une seconde fois les for- 
mules (3), ce qui fournit neuf équations nouvelles. On obser- 
vera qu'on les a déjà différentiées une fois, ce qui a fourni les 
formules (4); il suffira donc de différentier celles-ci par rap- 
port à ^ et Yi, ce qui, en apparence, fournil douze équations; 
mais il faut remarquer qu'une même équation peut être fourme 

deux fois ; ainsi celle qui a pour premier membre ^ peut 

être obtenue en différentiant par rapport à y^ celle qui a pour 

premier membre -r. > ou par rapport à ç celle qui a pour pre- 

mier membre 3-» 

^ . . . 

Entre les neuf équations distinctes que l'on obtient en dif- 
férentiant (4)5 et qui introduiront les inconnues nouvelles r-, 
d^x d^x d^x d^y d^y d^y ,., . ^ - ^ 

'' '' d^'d^l'd^^' d^' 5^' 4' °" él""»»era les six der- 
nières et l'on aura r, 5, t en fonction de r\ s', t'. 

Mais, au lieu de recourir aux équations (4), on peut dif- 
férentier les équations (5), qui en sont des conséquences ^^ 

ôx • 

dont les quantités -îf ' • • • ontété éliminées, ce qui n'introduira 

d^ X 

pas les inconnues nouvelles -^ , • • • ; le calcul sera ainsi un 

peu plus simple et l'on aura, en différentiant par rapport as-» 
la première équation (5), 

dx dy_ {ab''—ba")(r'q' — s'p')-\-r\ac'' — ca'')^s'{bc''—cb'^ ^ 
'^à\'^^dl~' i^a^p'-^b^q'-hc")'^ 

OU bien, en ayant égard aux relations fe'c" — c'b"=^^^ 
b"c--'Cb'=a\ ..., 

dx dy_ c'(s' p' — r' q') — s' a' ->r- r'Jb' 
^ d^'^^ d^" ia''p''^ b"q' -4- c")* "" ' 
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de même, en difTéren liant par rapport à Tj, 
dx 
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àr, 



dy _ c'{t'p'—s'q')—t'a'-¥-s'b 
* (hi ~" {a" p' -^ b" q' -\- c" )'^ 



In peut se contenter de différentier une fols la seconde 

talion (5); toutefois, en difTérenlianl par rapport à \ et à r^, 

trouve 

dx .^y _ <^{^ 9' — s'p' )■+■ s' a — r'b 
^~dl "^ di ~ i^a' p' -\- b' q' -^ c" Y ' 

dx dy _c{sq' — tp')-\- t' a — s' b 



)is de ces quatre formules donneront /•, 5, t quand on y 

^ , dx dy dx dy , , . . 

ra remplace ^> ~; -t-> -t- par leurs valeurs (4). 

Remarque. — On aurait pu diriger les calculs autrement 
fct différentier les équations (3) par rapport à ^ et k y^ ce 
ï<]ui aurait donné 



I = a 



dx 



dx Y ^^ dx] 



,1* • ^ , , ^- d^ dP dr, dxi 

en éliminant entre ces équations :r^ > -r^ > t-^ > -H > on aurait eu 

^ ox dy dx dy 

des relations entre /?, 5^, /?', q^ qui auraient permis de cal- 
culer deux de ces quantités en fonction des deux autres. 

En différentiant une seconde fois par rapport k x et jk? on 
aurait trouvé d'autres relations donnant r, 5, ^ en fonction 

L 

2° Etant données les relations 



(6) 



X ^ r sin6 cos<j^, 
y =^ r sin6 simj;, 
z = rcos6, 



^^i permettent de transformer les coordonnées ordinaires 
^lï) z d^un point en coordonnées polaires r, 6, i^^ onpro- 

P05e de calculer les dérivées ^ =/?, -^ = y, j-^ z= /•, 



dx 



dx^ 
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= 5, T-^ = ^, . . . , en fonction de r, 9, A et de 

àr 

Il • • • • • 

Conformément à la méthode que nous venons d'expoi 
difTérentions (6) par rapport à 8 et tj^ ; nous aurons 

-r^ = -.jT sinô cos4' -4- rcos6 cosi};, 

dx àr . ^ , • û • I 

-rv =^smOcos^ — rsinQsiinp, 

ày àr . g. . . û . , 

■^ = ^ sinO siny -+- rcosO sintp, 

ày àr . ^ . . . i, , 

~ = -r-r sinO siniy-4- rsinO cosd», 

dx ày àr g. . ^ 

^^ + -^^ = 55 *="''- '■*'"*• 

àx ày àr . 

on tire de là, en éliminant ^â? -^> tt et ^> les valeurs s 

' du do dtj; (^ 

vantes de /? et 5^ ; 

iàr dr 

Dp = r-r^sin6 cos6 cos4' — r-rjsin4' — r'sin*6 cos4', 

(àr dr 

D^ = r-r^sin8 cos6 sin4'-l- r-rrcosi}/ — r'sin'6 sini};, 

où 

T^ àr , .f. . . û ù. à(x,y) 

D = r-rsSin*ô-4- r*sinôcos6= ■ ' . ■, 

du d(D,y) 

Dî(i -4-/?» -f- ^«) = rî /^^ y sin»Ô -f- r2 /^l^ Vh- r* sin^O. 

Pour obtenir les dérivées secondes de z, on peut différent 

les équations ( 7) par rapport à 6 et tj» ; les premiers meml> 

deviennent 

dD ^/ dx dy\ 

àD T^f àx ày\ 



dD 

d6 



^^^(^S^4)' 
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en y remplaçant "35 > xr' -^ ^*' ^ P^^^" leurs valeurs (3), et /?, 

q par leurs valeurs (7), on aura des équations permettant 
de calculer r, 5, ^ (*). Il y aura, si l'on veut, une équation 
rentrant dans celle-ci en différentiant la seconde formule (4) 
par rapport à y. 

Il serait difficile de choisir des applications plus singles 
du cas où l'on change à la fois la fonction et les variables 
indépendantes. On voit que les calculs, théoriquement fort 
simples, conduisent à des résultats compliqués dès que l'on 
dépasse le premier ordre; aussi le changement de variable 
doit-il être évité quand cela est possible. 

Y. — Autre méthode pour le changement de variable. 

On a proposé une autre méthode pour le changement de 
variable ; elle ne diffère pas au fond de celle que nous venons 
d'indiquer, mais elle présente quelquefois des avantages dans 
les applications. 

Elle consiste à identifier deux expressions de la différen- 
tielle de la fonction que l'on soumet au changement de 
variable. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on veuille calculer 

les dérivées -r-? -r- en fonction des dérivées -^y ~\ x. r, z 

étant liés à $, ïi, Ç par trois équations. 
On écrira d'abord 

d'un autre côté, on a aussi 

, dz ,^ dz , dz -^ 

, . (dz dz dX,\„ /dz ' dz dX\. 

(*) La lettre r désigne ici à la fois le rayon vecteur et la dérivée -,— » 
mais il n'y a pas de confusion possible. 

L. — Traité d* Analyse j I. 1 4 
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Si, dans (i), on remplace dx et dy par leurs valeurs, on a 



, àz \ I àx dx àt\ ^y f dx dx dt\ , '^ 

identifiant cette valeur de dz avec (2), on a 

dz dz dX^ dz V dx dx d^~\ dz V dy dy d^ ~| 



d^ di; d^ dx Idl 

dz dz dl^ _ ^^ \^^ 
dri d^ dri dx {^dr^ 



dz dz dt, _ àz Vdx dx dl^l dz Vdy dy dl^l 
"^ ^- -^ - "^ [5^ "^ dl d^\ '^dylt^'^ ~dl d^\ ' 



d'où Ton tire t- et .— ou t>.? t^ en fonction les uns des 

dx dy dç or^ 

autres. 

La même méthode s'applique aux dérivées secondes : on 
peut calculer d^z de deux manières. Ainsi 

d^z = ^— - dx^ -t-2 -r — T- dx dy -^ -r-z dy^ -f- -,- d^x -t- , d^y, 
dx'^ dxdy '^ dy^ "^ dx dr^ ^ 

mais 

Ces deux expressions peuvent se ramener toutes deux à la 
forme 

et, en les identifiant, on a des équations d'où l'on pourra 

d^l d^t d^l /» • j à^z à^z à^z 

tirer -Tfr—-^ 3ï^' 3-5 en fonction de -r—^y T-^y :^-2? ou vice 

d^ dT\ d^^ dri^ àx ày dx^ dy^ 

versa, .... 
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VI. - Qnelqnes cliangeiiients de variables effectués au moyen 

d'artifices particuliers. 

Transformation de Legendre. — On pose 



dx 



u = px ■+■ qy — -5, 



dz dz d'^z â^z ô^z 

"^^ ^ &y ôx^ Ox ôy ày* 



et l^ on demande de calculer pj q^ r, 5, t en prenant pour 
fonction u et pour variables p, q^ 
On a 

du= p dx -\-qdy — dz -^ x dp -\- y dq 

ou, en vertu de dz =^ p dx -{- q dy, 

du = X dp -h y dq ; 



on en déduit 



Des formules 



du 



du 



on lire 



donc 



ôp ^ àq 



dp — r dx -\- sdy^ 
dq = s dx -\- t dy. 



tdp-sdq a r_dq-sdp 
rt — s* -^ rt — s* ' 



dx 


d^u 
àp^ 


t 






dp 


rt s^' 




dx 


dy 
dp 


d^u 
dp dq 


— 


- s 


dq 


rt 


-s^ 


dy 


d^u 


r 

• 







dq dq^ rt — s^' 

^ OÙ l'on peut réciproquement tirer r, s, t. 

On a 



en 



posant 



rt — s^ 

_d^ _ , dHi 
dp^'^^' dq^ 



= r't' 



d^u 

— /' — ç' • 

~ ' ' dpdq~^ ' 



312 CHAPITRE IX. 

donc 

_ t' _ -s' _ t' 

^- s'^- r't'' * "" s'i- r't' ^ " 5'« — r't' ' 

dz dz d^z d^z 



Étant donnés p = ^ j g =: —, r=. -r—^ y s = 



âx ^ ày àx^ dxdy 

t ^=^ T-i-i on demande de calculer les dérivées de y relatif 
a X et é,»» 



On a 
d'où 

donc 



dz = p dx -^ q dy, 
dy = ^^Pdx; 

-^ q q 

ày \ dy p 

à^= q' àx-^q 



En second lieu, on a 

d^z = pd^x -{- q d^y -\- r dx* -\-is dx dy -\- t dy^, 

ou, si l'on fait d^z = o, d^x = o, dy = — — - dx^ 

o = g d^y -h r dx* -^isdxl dx] -^ t ( — ■ — - dx] < 

Résolvant par rapport à d^y^ on en conclut 

q^I 
à\r ^_ I /^ _^ p_^\ 
dxàz q\ q q^ ) 



S=-K— ^-'"-" 



dz^ q^ 



VIL — Sur quelques formules destinées à simplifier le changema 

de variables. 

Soient x^ , X2, . . . , «^/z ^^ J^o JK2> • • • ? JK« deux systèmes * 
variables liées entre elles par n équations ; posons, en générs 

/ V an àxi 
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Il est facile de voir que l'on n'a pas «/y fc/y = i ; mais, 
entre les aij et les fc/y, il existe une série de relations que 
nous allons faire connaître. On peut considérer j^/ comme 
fonction des j^,i, puisqu'il est fonction des x et que ceux-ci sont 
fonction des y. Le théorème des fonctions composées donne 



^' ou o = ^^ ^ - ^ ^* 



^yj 



Oxi &yj OXi àyj 



,_ àyi^ dxn 



S. ^ . . . . 

ly ^t et SI t =y, 



^' ou I = ^ — -^ --^ — ~ - ^- —" • 
dyi dxi ôyi ôx^ Oyi ôXn Oyi ' 



ces formules peuvent s'écrire 

(i) an bij -^ ail btj -t- . . . - ain bnj 

On a, d'une façon analogue, 



(3) 



bj\ aij -h ft/2 (^ij -t- . . . -4- bin anj — 



(o si iij), 
(i si i^j). 

o si i ^y , 

I si i == y . 



Telles sont les relations qui lient les dérivées des^' aux déri- 
vées des X ; nous poserons 

P = 2 =b au a2î . . . a„,j, Q = 2 =h ^i, ^22 • • • ^«/i, 
et nous aurons PQ = i ; cela résulte de la formule 



à( yuyi,..»,yn) d jxu^ î^ ^ . ,^«) 

à{Xi,Xi,...jXn) à{yi,y2, . ..,yn) 



= I. 



Les formules précédentes ont été données pour la pre- 
"ïiere fois par Cauchy. Nous supposerons, dans ce qui va 

suivre, 

\i) a^aji-^ ai2aj2-\-. . .-r- ainaj^— o (pour i^y ), 
'^) aj^ H- a?2 + . . . -^ aJn, = hf, 

^ecas se présente souvent dans les applications; on a alors 



(6) 



P^^.h\hl...hl = 



I 
Qi 



3l4 CHAPITRE IX. 

D'un autre côté, 

(7) 

/ dxi = biidyi-hbi2dyt'^...-hbindxni 

(8) ' 

l dxn = b„idyi-{-bnidyi-^...^bnndyn- 

Si, pour abréger, on pose 

/ V / «2 = auPi-hajjPjH-. . .-f-a^îP,,, 

J .•.. ...., 

on constate qu'en vertu de (4) et (5) on a 

(10) aj -I- a| -f- . . . -h a* = AJ Pî -+- AJ PJ -h . . . -4- A* PJ ; 

mais de (9) on tire 

Aîpi = aiiai-4-aiia2-+-. . .-f- am^n 

^2 rî ^^ *^21 *1 "^ <l22*2~^~* • «"^ ^2«0^/lî 



Portant ces valeurs dans (10), on trouve 

aî-f-a|-h.. .-+- aj= --r (ana, -i- ai2a2-4-. . .)^ 

h] 

-4- -r^ («21 «1-+- «22^2 -H. . .)2-4-. .. 

ce qui donne, en égalant de part et d'autre les coelfî 
des mêmes puissances et des mêmes produits des a, 

(11) au aij -4- ati a^j + . . . -H ani ctnj ~ o, 

(12) T2«w-^Ti«2/^---^TT<^«/= i; 

ti^ ti^ fin 

si alors on multiplie la première équation (7) par — 
seconde par — ^ «22/, ... et si l'on ajoute, on a 

et II - (19/ , , 

-^2 ^^1"^ Tî û?72-H...= <3ra:-/, 



A? -^ A 



2 
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31, en comparant celte formule avec (8), 

( 13 ) -ri = *'V ou aji ^. hj bij, 

hj 

Les équations (4) et (5) donnent 

(i4) bijbxi^b^ibij--. . .^bnibnj— o, 

(i5) b\j-^b\j-^...^blj= ^7*- 

Nous poserons 



«' '.«=(êy-(ë)'— -' 



\dx,J 



dx\ ôx\ dx\ 

et nous nous proposerons de calculer A{ u ei ^^u en fonction 
des r. Nous avons 

/ du _ du du du 

c'^i àyx dy^ dy^ 

(i8) I 

du _ ^M ^// r^w 



Elevons au carré et ajoutons, en ayant égard à (4) et (5); 
•ïous obtiendrons 

^t) en différentiant (i8), 

f)hi _ à^u 2 d^u du da^x 

'^•^? ày\ ày^dy^ dy^ dxy_ 

•^•nous ajoutons, nous aurons, en vertu de (4) et (5), 



/ d^u ,o d^u ,^ d^u 

(20) / ^r? ^72 ^r' 
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Calculons maintenant A2JK|jl; nous avons 

i ij -'^ 

ou, en vertu Je (i3), 

ou, en vertu de (2) et (3), 



V^ àhnbiu. 



^i^V- ^ 2 



ij 



ôyj Q dbi 



iJ 
_iy^(dCi àhl d(î dbu\ 



I 



2 



dqh^ 



La formule (20) devient alors, en la multipliant par Q, 

d^u ,, -^àQ/i^ du 



q^^«-q2^'^j-2 






OU 



ou 



enfin 






(..) Q^-=2;4;:(^?q£:) 



Application, — Supposons que Ton veuille calculer 



Si l'on pose 



d^u d^u à^u _ . 



X = r sin6 cos<j^, 
y = r sin6 sirnj^, 
z = rcos6, 
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on constate que Ton a 

dx dx ày ày ôz dz _ 
dr 05 dr 'Jb~~ ôr d^ "^' 

dx dx ày dy dz dz _ 
âr d^ dr ô^ ' ôr d^ ~~ ' 

dx dx ày dy dz dz _ 
'^'d^'^'d^'d^'^'^d^"^'' 

on peut alors calculer A2 w par la formule (21 ), et l'on trouve 

j 

i ^ I () / _ du\ I d^u f à / . ^ du\ 

I Aj M = — -r- ( r» -r- ) H . . ^,, -TT H 7—- \K l Slll 6 -7- ) • 



YIII. — Variables elliptiques. 



Considérons les équations 



•* 1 **■ 2 /i 



H ^—^ h... H ; r- =1, 



^1 "^2 "^/* 



(0 {af+Xî ' a^-4-X2 *" a,î-f-X 



2 . . ='^ 






af-f-X^ aj-f-X« "* a,*-hXrt 



= I 



dans lesquelles «i, «2, . . . sont des nombres positifs quel- 
conques, que nous supposerons inégaux et tels que 

«1 > «2 > «3 > 

Elles établissent n relations qui permettent de calculer les x 
en fonction des X, ou vice versa les X en fonction des x. Les 
variables X sont ce que Ton appelle des variables elliptiques 
ou des coordonnées elliptiques, pour une raison qui sera 
donnée plus tard. Ces coordonnées elliptiques jouent un rôle 
important en Analyse et en Géométrie; elles ont été décou- 
vertes par Chasles et Jacobi; ce dernier géomètre et surtout 
Lamé en ont fait de remarquables applications à la Méca- 
nique et à la Physique mathématique. 
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Nous allons d'abord montrer comment on pent résoudre 
les équations (i) par rapport k x^, X2, ... ; à cet effet, obser- 
vons que l'équation en A 

(2) -^-^ -^ ,'. -r-...^ t\ -^ = ^ 

ai — A al — A Xn — A 

peut être considérée comme ayant pour racines \iy X2, . - . , 
A/i, et toutes ces racines sont réelles et séparées par les 
nombres 

— oc, — a\j — a\, ..., '- dJi et -i- 00 . 

Pour s'en convaincre, il suffît de supposer, comme nous 
l'avons fait, 

«1 > «2 > «3 > • • • > ««I 

et de substituer successivement dans le premier membre de 
l'équation (2), à la place de \ les valeurs 



00 



, — al — £, — aj-î-e, — a| — e, ..., — aj-+- s, -+- oc , 



OÙ £ est très petit. On trouve alors que ce premier membre 
prend respectivement les signes suivants : 



et, comme il est continu quand X varie de — oo à — a^, de 
— aj à — a^, . . . , de — a,^ à H- oo , le fait que nous avions 
avancé se trouve démontre. 

Faisons a^^-{-\= u] l'équation (2) deviendra 



•^ • iX- 9 



u u ~{- a\ — a\ 



-+-... — 1 = 0, 



ou, en chassant les dénominateurs, 

u{u -^ a\— a\){u -^- a\ — aj). . . 
— x\{u -\- a\ — a\)[u — a\ — a\), ,, 
~ x\u{u -^ a\ — a\) , . .{u -\- a\ — a\) = o; 

le produit w^, 112, . . . , Un des racines est 

zhx\{al—a\){al~al),,.; 
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donc, en remplaçant W|, W2? • • • par leurs valeurs, 
d'où 

* (a* — aî ) (a* — aj ) . . . (aj — a^ ) ' 



Si l'on retranche les formules (i) membre à membre, on 
trouve 



»«/ ^ *t^ * 



aî-4-Xi aJ-hX-î 



-i-, . . = o. 



ou, réduisant au même dénominateur les termes en x'^ et 
supprimant le facteur commun X^ — Xo, 

^^^ (aî+X,)(«î+X,)^(aî-^X.)'(al-^j)^"*"°" 

Des formules (3) on tire, en prenant les dérivées logarith- 
miques, 

9. ^j^i _ I 7. dxi _ I 

a?i dli ~~ aJ-f-Xi' iF2 <^X2 ~ aj -r- X2 ' 

et, par suite, on a 



d^x dXj d\i à\i " ' d\i 0X2 

^ 'f ^î , ^1 . 1 

# 

c'est-à-dire, en vertu de (4), 

• dxi dxi âxi dx2 àxn dxn 

âX; 5Ï; "^ ^ 5X; "^' • '"^ ciXT ^ "" ^' 

et d'autres équations analogues. Les variables x^^ x^-, . . . , ^// 
et X|, X2, ..., \n se conduisent comme les variables x^^ 
X'±y ' ' "> Xn^'^yK'i y^-i • • • ? JKw du paragraphe précédent. En 
posant 

\ dx^ I \ ÔX-i I \ àXn 
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on aura 



dxr.\^ 



Calculons — ^; on a, en vertu de (5), 
A? 

Si l'on pose 

on voit que 

h} "" 4 ^X/ ' 
mais W(X) s'annule pour )v r= )v| , )v2, . . . , X;j ; donc 

«r/^ \ (X — Xi)(X — X»),..(X — An) p 

^ ^~ (aî + X)(aJ-hX)...(ai-HX) ' 

P désignant une constante; cette constante est évidemm 
égale à I , et l'on a 

± =, 1 (X/— Xi)(X/— X2). ..(X/— X„) 
^ A/ 4(aî;-r-X,)(a2^-X,)...(a,^+X,)" 

Il est alors facile de calculer A| u et A2M. On a 

donc 

/^N , „_ , \7 (a?-i-X/)(a^-i-X,)...(a^-+-X,) /d^^\2 

(7) ^1"--*^ (X,-XO(X|— X2)...(X,— X«) \dXj ' 

Calculons A2 u, qui est égal à 

— r H h.. .H ; 

la dernière formule du paragraphe précédent donne 
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'^21 










au dQhJ 

"5x7 



uns celle formule Q et A/ sont fournis par la formule (6); 
peut la simplifier en supposant X/ fonction de a/ seul. On a 



A9 u 



__ ^ Vain fàa^y an à^0L,l ^ ^ du (hj^ ()Q hî 



\u 



— 23r?(S:)'<î*.'-2:i;.(5^"')^ 

si donc -yT^ Q^J ^^ contenait pas X/, on aurait simplement 
or Q/fc/ est égal à 



hf 



fil fi2 ... hi—\ "/-f-1 . . . hii 



OU, en vertu de (6), à 



j\o<p-\) n^^'-^^?) 



/».</ 



f 






il suffît donc de prendre 
(10) 



c^X/ s/O^i-^ a\){\i-^- a\)...{h-^ al) 



IX. — Sur le théorème des fonctions homogènes. 



Soit f{x\^ X2j •.., Xn) une fonction homogène et de 
degré m des variables X\ , ^2j • • • -. ^/i î par définition, on doit 
avoir, quel que soit t, 



(I) 



f{tXx, tX2, ..., tXn)=t'>'^f{XY, X2, ..., a?„)- 
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Si Ton différentie cette équation par rapport à ^, on a 

àf àf df 

^ ' dtxi dtXi dtXa 

OU, en faisant ^ = i , 

^ ^ dxi ÔX2 dx,i -^ 

C'est dans cette équation que consiste le théorème des fonc- 
tions homogènes. Si l'on différentie encore par rapport à t 
l'équation (2) écrite ainsi : 

on trouve symboliquement 
ou, en faisant ^ = i, 

Il est clair que, l'expression qui forme le premier membre 
étant développée, on doit y remplacer -^ -^ par -r — — — , . - •► 

OX i OX j OX î OX j 

Un calcul analogue donnerait 

Ainsi, dans le cas particulier de deux variables. 



.2^V . _ . à^f . .2 à\f 



Réciproquement, on peut prouver que, si l'équation 

àf àf df 

^ ^ âxi dX2 àxn 

a lieu identiquement, la fonction f est homogène et de 
degré m. Pour le démontrer, changeons de variables et pre- 
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is pour nouvelles variables 
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^2 ^3 

^u — =yi, — =73, 

Xi Xi 



Xi 



is aurons, en désignant par un d les dérivées relatives aux 
)avelles variables, 



à/ _ 


df df x^ 


ÔXi 


dxy dyt x\ 


¥ _ 


df I 


dxi 


dy2 Xi ' 


EL- 

âXa 


df I 

dr„ xi 



df_ X,^ 

dyn x\ 



/équation (3) devient alors 



VOl en tire 



df . 



df dxt 
-1 = m 



/ 



^1 



îs expressions log/et log^^ ont précisément pour difFéren- 

lelles -i etm — -; ces expressions ne sauraient par suite 

lifférer que par une quantité indépendante de :r«, que l'on 
sut appeler logcp(^, , ^2, . . . , 7«) ; on a donc 



ou 



l0g/=l0giFj'H-l0gcp(72, ...,7/0 

/=a7f cp(72, 73, ...,7«) 



ou, si Ton veut, 






Il est clair que cette fonction /satisfait à la formule (i); elle 
est donc homogène et de degré m. c. q. f. d. 

L'équation(3) est caractéristique des fonctions homogènes; 
il n'en est pas de même des équations telles que (4), dans 
lesquelles entrent des dérivées d'ordre supérieur, et nous 
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verrons plus loin qu'elles peuvent être satisfaites identique- 
ment quand on y remplace /par une fonction non homogène 
des variables Xt^ X2, . • .. Xn. 

*^ ' 



NOTES ET EXERCICES. 

i. Voici des formules extraites des Éléments de Calcul infini-- 
tésimal de Duhamel, et qui servent à transformer les coordon- 
nées rectangulaires en coordonnées polaires. Soient u une fonction 
de x^y^ z ^1 z ■= r cos6, y •-= rsin 6 sin<J^, x =^ r sin6 cos<J^; on trouve 

du du . ^ , du cos6cosd^ du sind» 

-r- = -=-sin6cosq^ + -TK- — -Tx '-^^ 

dx dr ^ d^ r d^ rsinO 

du du . A . , du cosÔsini^ du cosil 

-j- = -T sin6sin<^ -H -j^ h -j- ^, 

dy dr ^ aO r «4^ rsmO 

du _ du ^ du sin6 • 

dz ^ dr d^ r 



d^u d^u . 



sin^Q sin<v cos<v-i--7;rT ; rrr — z-^. — ^ 

^ ^ </62 ri d^^ r2sin«6 



dxdy dr^ ^ ^ d^^ r^ d^^ 

d^u sin6 cos6 sint]; cost]; d'^u cos^ij^ — sin^t}; 



drdb r d^dr r 

d^u Cco«!2<j; — «in^d») cos6 du sin^O sîni}' co<î d» 



d^d^ r^sinô dr r 

du cos6 sin^» cos^» / • a i \ du sin^i^ — cos*4; 

~^ dS ^2 V^^'"" ^im6/ ^d^ 7-2 sin2 e ' 

d^u d^u . ^ ft , d^u sinO cos6 costl» 
d^, = dP^ sm6 cos6 cos^ - ^ y^ 

d^u Ccos2 — sin2 6)costp d^u sin4'Cos6 d^u sii 



d^dr r d^dr rsin6 d^d^ r 

du (pin26 — cos26)cos<i^ du sin6 cos6 cos^V 
55" r2 dr r ' 



d^u d^u . ^ A . , <i2M sinOcosO sind» 

-, — j- = -rr—- sinO cosQ smu; -=^- 

dydz dr% ^ d^^ 



r 



2 



d^u (cos2 6 — sin2 6')sind' d^u costLcosO d'^u coa 
d^dr r d^dr rsinô d%d^ r^ 

du (sin2 6 — cos2 6)sin«I^ du sinO cos6 sin<]; 
d^ r2 dr r ^ 
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d^u d^ii . ^^ ., É?*M ros'6 cos'd» rf*n sin^d» 

sin6 cos6 cos*<l d^u d^u sin<i/Cos^ 

r drd^ d^dr r 

d>u sifuLcosJ; <fi/«ôs2 6 ros'^ -1- sin'tl 

2 -\ 

d^d^ r-langô dr r 

du ^ /sin'iL — 2sin*6cos*4'\ rfw siinl cosil 

d^ii sin6 cos6 sin^d» d*u sîYiM^cos^V 

d^dr r d^dr r 

d^u sind»cosib du cos*6 sin^il -4- cos*^ 
d^d^ r*lang6 é/r r 

du A /cos*4' — !3isin'6sin'iJ/\ rf?^ siinl cosil 

^i z/. d'^M -, É?*M sin*6 é^^m sin6cos6 r/;/ sin^ft 

cos'6-f 



d2^ dr^ <i6« r« d^dr r dr 

du sin6 cos6 



2 



é/6 r* 



71 

En faisant dans ces formules 6 = - > on obtient les formules rela- 

2 

îves au changement des coordonnées rectangulaires en coordonnées 
lolaires dans le plan; rest alors le rayon vecteur et ^ l'angle polaire. 
Par suite, elles permettent aussi de passer des coordonnées ordi- 
laires aux coordonnées semi-polaires. 

2. Voici deux manières de transformer la quantité 

d'^ji â^n à^u 

Si Ton pose a? = rcos<}^sin6, j^= rsini)^sin6, z = rcos6, on a, (x dési- 
gnant cos 6y 

_ T f)^{ru) 1 d^u T d \àu ^ ~| 

6 
En faisant tang - = eP, on a 

2 

I - . . 

3. Le changement de variable suivant est souvent employé : 

e^ -f- e-^ 

=seccD; 

2 

L. — Traité d'Analyse^ I. 1 5 
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par suite, on a 
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et il \ient 



qx — e-x ^ qx — g-a- 

_^_ = tango, ___=sin^, 

- = tang(^ + ?), x=logtang(^-^?) 



dy _ dy 



2tang( - 



) 



\4 2/ dy 



~\ ~ Zj~^^^^^ 






4. X, y, z étant fonctions de t, on suppose que l'on opère un chan- 
gement de coordonnées et que l'on pose, par conséquent, 

y = a'l-r-b'-n-^c'l, 

a, b, Cj ... désignant neuf cosinus liés entre eux par les relations con- 
nues, a2-h 6^ -H c2 = I, . . . , aa' -{- bb' -f- ce' = o, . . . ; on propose de 
dire ce que deviennent, dans le nouveau système de coordonnées, les 
expressions 

d^y dcD — d^xdy, d^zdy — d^y dz, d^xdz — d'^zdx, 

et le déterminant 

dx dy dz 

d^x d^y d'^z 

d^ X d^y d^ z 

d'Y d^v 

5. Que deviennent -^> ;72' * * * quand on prend, pour nouvelles 

variables, u eX, v liées par les équations 

X -+-y = M, xy = ç, 

6. Que deviennent les dérivées partielles -r- ? t- ? -r— ^ > ^^ — x— > • • • 

ox dy ox^ oxoy 

quand on pose x -^ y =^ u^ xy = v^ ou w -h (^ = a?, uv — y ? 
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THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 



I. — Définitions. 

Une des plus belles applications que l'on ait faites du chan- 
gement de variables est la théorie des substitutions linéaires. 
On dit que l'on fait une substitution linéaire quand aux 

variable s ^1, ^2 > • • . ,^/2 on en substitue d'aut^es^^,J^2 7 • • • »^« 
liées à celles-ci par des équations linéaires et homogènes. 
Ainsi, en posant 

^1 = Yii 7i -^ Tiî 72 - • • • -^ ïi« 7/1? 
. . , ^2 = Y2i7i-^T2272 — .-.-^ Y2«7«, 

^n = Y«i7i H- Y/1272 -H. .. H- Y««7«' 

Yio ^4 25 • • • désignant des quantités indépendantes des x et 
des j^, on fait une substitution linéaire ; les formules suivantes, 
d'où l'on déduit x^, X2, . . . . ^«, deviennent (après que l'on 
en a déduit ^<, ^2? • • • «> ^n) ce que l'on appelle la substitu- 
tion inverse 

7l = Yll ^1 -^ Y21 «2^2 -+- • • • -^- Y2n ^rt> 



yn — YJ'**^1~^ 'i%n^n~^ . . . -f- "^nn^n* 

Le déterminant ^— Yn Y22 • • • '^nn est ce que Ton appelle 

le module ou le déterminant de la substitution (i). Quand 
ce déterminant est i, on dit que la substitution est unimo- 
dulaire. 

La substitution (i) est orthogonale quand, appliquée à 
la fonction ^^ H- ^^ "+"•••+ «^w > ^^^^ ^^ transforme en 
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La substitution (i), appliquée à a:^ H- :r 
donne 



+ ... -h a? 



OU 






cette expression devant être identique à j^J H-^ 



+yl 



on a, pour [x^v, 



(3) 



I 

21 ^'V^ ï» 



ffAt 



et, si Ton effectue le carré du déterminant ^— Yn • • • Y 
on le trouve, en vertu de ces formules (3), égal à -f- i ; donc: 

Le module d'une substitution orthogonale est égal à\ 

± I. 

On peut résoudre les équations (i) par rapport à /i, 
y 21 • • • 7JK/1 • il suffit pour cela d'avoir égard aux relations (3); 
si l'on multiplie la première par yn ? la seconde par Y2i > etc., 
et si l'on ajoute, on trouve 



On pourra joindre aux formules (3) les suivantes : 



(4) 



s 



T/(xT/v 



= o, 



2^-' 



= I 



pour [x<v, qui résultent de ce que la substitution précédente 
est orthogonale comme ( i ). 

Voici une méthode indiquée par M. Brioschi pour former 
des substitutions orthogonales. 
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Considérons les deux systèmes d'équations 
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w 



«21 ^1 "" ^i» ^2 



«1/» ^n 



"2, 



^nl ^1 ~T- Uni X^ -r- 



CLnnXn'- — Un\ 



m 



(^) 



«11 ^1 

«12 ^1 



«21 ^i 
«22 «^2 



-- a/ii Xfi 



- ^2, 



I 



«1/t^l-t- «2/t^2-t- . . .H- CLnn^n = ^m 



et supposons ai/ = i , a/y= — «yv; multiplions les équations (i ) 
par Cii , c/2> • • • 1 C//2 et ajoutons-les; nous aurons 

^1 (c/i ai, -^ c/2 «21 H- ... - c/„ a», ) 

-+- ^2 (^/ 1 <^12 -^ Cii «22 -^ •••-+- C/rt a«2) ) = Cil Wl -f- C/2 W2 -+-... -î- Cin W/j. 



Le premier membre de cette équation se réduira à i^/, si 
l'on pose 

Cil <^ij -t- C|2 «2y -T- . . . -i- Cin Ctnj = «yï — — «/y > 

OU 

C/i «ly H- C|'2 a2y H" • . . -^( C// -i- I ) «/y -h . . . -f- C/„ Unj = O. 



On déduit de là les valeurs des c/y 



- i r ^^ 



«1/ 



^A 



da 



72 



«2* -i- . . . 



^A 
da 



^ 1 

— «ni 

Jn J 



A désignant le déterminant des quantités aij. Cela posé, 
multiplions les équations (2) par dti, ^21? •••? ^«lî nous 
aurons 

Xi («1 idii- - ai2 c?2/ -f- ... ai» c?,//) -+-...= c^i/ Pi -h û?2/ ^^2 ■+■ • • • ~+" <^/i/ ^/i > 
et, pour que le second membre se réduise à Ui, il suffit que 



duaji -h C?2i «y2 H- ... -H û^rti ajn =: a/y ; 



on en conclut 



, i ( d\ (^A \ 
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par suite dji = Cijy et Ton a 



t^l - Cil Wl -^ Cij Mj . 


. -HCi;» Un, 


^2 Cji Ml -+-C22 M2-+-. . 


• "^ Cj/i M/i, 


V„ — Cn\Ui-hCnîUi-\-. . 


7 


M, — Ciit^i -hCji t^2 -h.. 


.-hCrti ^1, 



Wi 



Cirtt'i -4-CjrtPj 



*/»/»^/»» 



Ces formules ayant lieu simultanément, il est facile de voii 
que les substitutions qu'elles représentent sont orthogonales^ 
ce que l'on vérifie en formant Cn ^i + ^21 ^^2 H- • • • au moyen 
du premier système, et en observant que Ton doit avoir iden- 
tiquement M, etc. 

Voici une application de ces formules : posons 





«11 


- I, 


«12 — 


V, «13 = 


= t*. 




«21 


V, 


«22 = I> «23 — 


^x, 




«31 


- V-^ 


«32 — X, azz - 


^ i; 


nous aurons 














l V 


V- 






Arrr 


i 

1 

1 


V 1 
(JL — X 


X 
I 


- i-i-X«-+- 


Îi.î+V2, 


ensuite 




Cl] 
VCii 
(A Cil 


i C21 — (xcai— I, 

C2I-+ XC31 ^ V, 
XC21-I- C31 _ (X, 




d'où l'on tire 








Cll = -^(H-X«— (X2 — 


-V2), 


2 


(X{j.-f-v), 


C31-^(AV —p.), 




Cl2 = ^(XlX— V), 




c«-^ 


(l-+-(J.2 — V8— X*), 


C32 — ^(|AV -1- X), 


Cl3 = ^(Xv-f-(x), 






((XV 


X), 


C33-^(H-VÎ- X» 



Ces formules ont été données par O. Rodrigues, qui les a 
trouvées par une tout autre voie; elles servent, comme les 
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rmules d'Euler, à la transformation des coordonnées, mais 
neuf cosinus sont ainsi rationnellement exprimés par le 
lojen des trois paramètres X, [jl, v. 

Si l'on appelle ô l'angle dont il faut faire tourner, pour 
'amener sur le second, le premier système d'axes autour d'une 
►île faisant avec les anciens ou les nouveaux axes les 
mgles a, p, y, Rodrigues a montré que l'on avait 

X = tangiôcosa, jjl = tang^Bcosp, v ~ tanglôcosy. 

( Voir le Journal de Liouville, t. V, i" Série). 



II. — Application des substitutions linéaires aux fonctions 

homogènes du premier degré. 

Le but des substitutions linéaires est la simplification des 
. fonctions; en Géométrie analytique, les transformations de 
coordonnées sont desjsubstitutions linéaires. 

Lorsque l'on fait subir une substitution linéaire à une fonc- 
tion telle que 

on peut, et cela d'une infinité de manières (c'est-à-dire au 
moyen d'une infinité de substitutions), la ramener à la forme 
donnée 

v-i y\ -H 1^272 -^ . . . -H ix„7„. 

De même, étant données n fonctions linéaires 

^11^1 H- ^12^2 -H. . .-l-XirtiFrt, 
X21 a?! H- X22 372 -4- . . . -r- ^2/1 ^«) 



si l'on fait la substitution 



^n = Y«l7l -^ Tn272 "^ • • • H" T««7« '. 
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elles deviendront respectivement 



OÙ l'on a posé, pour abréger, 

(0 (Ai7 = hl Yly -H ^/2Y2y -^- • ."H ^in^(nj' 

Si donc on se donne (JL,^, [jl/2, . . . , (a/;, à l'avance, on aura 
n équations entre les n^ quantités y/y pour déterminer ces 
quantités ; si Ton se donne tous les [x/y , on aura ainsi n^ re- 
lations entre les y/y ; donc : 

On peut toujours ramener simultanément n fonctions 
homogènes dupremier degréà d'autres y données à C avance, 
au^oyen d'une substitution linéaire, et cela d'une seule 
manière. 

Il y a pourtant une exception à cette règle; en effet, les y/y 
ne sauraient recevoir des valeurs bien déterminées si le déter- 
minant ^ih Xh X22« • • ^nn était nul, mais alors il existerait 

des relations linéaires entre les coefficients X/y, et les fonctions 
considérées ne seraient pas distinctes, ce qui est d'«accord 
avec le théorème (p. i68). 

Nous remarquerons enfin que, en vertu de (i), le détermi- 
nant des fonctions données est égal à celui des transformées, 
multiplié par le déterminant de la substitution. Ce théorème 
sera généralisé. 

III. — Application des théories précédentes aux fonctions homogènes 

dn second degré. 

Les fonctions homogènes du second degré jouent un rôle 
important dans un grand nombre de questions d'Analyse, et 
en particulier dans la théorie des maxima que nous allons 
bientôt étudier. 

Une fonction homogène du second degré en x^^ x^t- -yOCn 
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peut être représentée par le symbole ^cijj Xj Xj^ où Ton sup- 
pose aij = aji\ ainsi on a pour le cas de deux variables, par 
exemple, 

^ Uij XiXj — ail ^} H- 2 ci\iXx Xt -T- aiix^. 

Théorème I. — Toute fonction homogène du second de- 
gré à n variables est une somme de n carrés positifs^ néga- 
tifs ou nuls (*). 

Si l'on pose, en effet, 

^aijXiXj — (yh^i -^712^2 —• .--^Ti^ ^nY 

-"(T2I 371 -^ Yj2 ^2 -4- . . . " Ï2rt ^n)^ 



on obtiendra 



/i(n -f- i) , 



équations en égalant les coefficients 

dexj, Xi X2,' • '] ces équations permettront de calculer d'une 
infinité de manières les quantités yij en nombre n^. 

Pour effectuer la décomposition, on peut procéder comme 
il suit : on a 



1 



aijXiXj = -—(«11371 -I- UiiXi-^ . . . -i- am^nY -+-/ij 
an 



f\ désignant un polynôme homogène du second degré qui 
ï»e contient plus ^«; en opérant sur /< comme on a opéré 

^^\aijXiXj y on peut le décomposer en un carré contenant 

les variables ^2» Xz, . . . , j:^ et en une fonction /2 du second 

^egré ne contenant plus Xt ni X2, et ainsi de suite. /ciîjXjXj 

setrouve ainsi décomposée en n carrés, dont le premier peut 
contenir toutes les variables, le second toutes les variables 
^icepté:r« , le troisième toutes les variables excepté ^« , ^2? etc. 
Celte méthode tombe en défaut quand a^ « = «22 =:... = o, 
^^s alors on pose 

yatjXiXj = -- (ai23?2 -H aiao^a H- . . . — a^nOi^n) 

X («21 3*1-+- «23373-+-- • .— «2/i37«) -h/i, 



^ / Un carré négatif est un carré précédé du signe — . 
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fx désignant un polynôme du second degré ne contenant oj 
X\ ni x^\ en appelant X et Y les fonctions linéaires 

on voit que XY = ( J — ( j et que la fonctioj 

j aijXjXj^ dans le cas où «h = a22 = » • •= <^nn^^^ o? pc 

se décomposer en deux carrés et en une fonction du secoal 
degré, ne contenant plus x^ et ^2> à laquelle on pourra 
appliquer Tune ou l'autre des méthodes que nous venons 
d'indiquer. 

Théorème II. — Loi de l'inertie. — De quelque manière 
que Von décompose la fonction réelle 7ciijOCiOCj = f ^^ 

une somme de carrés indépendants, on trouve toujours le 
même nombre de carrés positifs, négatifs ou nuls. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons que, si l'on 2 
considère deux groupes de fonctions linéaires et homogènes 
de .r,, X2', . . . , Xfi indépendantes, savoir X«, X2, . • ., X/, 
et Y|, Y2, . . ., Yy, telles que i'^j\ les fonctions X^ Xj, 
. . . , X| ne sauraient s'annuler toutes identiquement quand 
on suppose Y, == Y2= . . . = Yy= o. En effet, les fonctions 
Y,, Y2, . . . , Yy étant indépendantes, on pourra calculerai, 
X2, . . . , ^y en fonction de Y<, Y2, . . . , Yy et de ^y+o ..-^#1 
et, par suite, on pourra exprimer sous forme linéaire et ho- 
mogène X«, X2, . . . , X/ en fonction de Y^, Y2, .... Yy, 
^j+\9 • • • . ^w Soit, par exemple, 

X^. = Xi Yi -h X2 Y2 -f^ . . . -H X/ Y/ -H [Xj Xi^i -T- (J.2 57/4-2 -r- . . . -i- (Xrt_f a^fl, 

les X et les [jl désignant des constantes. Si les X s'annulaient- 
en supposant les Y nuls, on aurait i équations de la forme 

qui, ayant lieu quels que soient Xi^i^ ^1+21 • • •? ^/i? dona^ 
raient [jl^ r^ o, [JL2-— o, ..., (Ji.,i_i= o, et par suite les - 
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w>urraient s'exprimer au moyen des Y, qui sont en nombre 
kDoindre que les X : les X ne seraient donc pas distincts. 

Cela posé, soient Ui, U2, • . -, U/, V^, V2, • • ., Vy, X|, 
S25 ' ' ' y X.;t, Y,, Y2, . . ., Y/ des fonctions linéaires et ho- 
mogènes de Xtj x^t . . . , Xn telles que les U et les V soient 
distincts, ainsi que les X et les Y; on aura nécessairement 
i-^jSn^k-^-lSn. Je dis que l'on ne pourra avoir à la fois 



2' 



u^.-vî \i- 



XI 



-XJ-YÎ-Y; 



tOu, quels que soient X\^ X'^^ 



^ J 



\^r 



X 



/ï» 



[I) 



-Xf-Y? 



Y* 



h 



|sil'oii n'a pas i-- k,j = L En effet, supposons que l'on puisse 
[avoir 

[on aurait aussi 

1(2) i^l-k-^l\ 

mais si l'on suppose U< , U2, • . . , U/ et Y^ , Y2, . . - , Y/ nuls, 
fes quantités X^, X2, . . . , X^, Y^, . . . , Y/ qui sont indé- 
pendantes et en nombre supérieur ne s'évanouissent pas 
identiquement, c'est cependant ce qui aurait lieu en vertu de la 
formule (1) qui donnerait 

j — T~ . . . — r~ ^^k ~'~ ' 1 ~ • 

et qui ne pourrait avoir lieu que si tous les X étaient nuls. 
Celte démonstration est de Jacobi {Œuvres mathéma- 
tiques, t. III, p. 32), et c'est M. Sylvester qui a donné au 
tkéorème précédent le nom de loi de V inertie. 



-VJ-.0, 



^' - Transformation d'nne fonction du second degré en général. 

En général, on peut transformer une fonction du second 
^6gré en une autre donnée a priori au moyen d'une substi- 
tution linéaire, et cela d'une infinité de manières. 



r 
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En effet, si sur la fonction \] aijXiXj à n variables, 
fermant —^— - — - coefBcients, on effectue une substitution 
néaire, on la transformera en une autre ^ i>ijyiyj\ et éci 

que les hij ont des valeurs données, c'est écrire — ^^ rel 

tions entre les coefBcients y/y de Isi substitution au noi 
de n^\ or, on a toujours, pour n >> i, 

/i(/i-f-i) 



/i". 



2 

Ainsi deux fonctions homogènes du second degré peuv( 
toujours être transformées Tune dans l'autre au moyen d'ui 
substitution linéaire. 

Mais cette propriété n'appartient plus aux fonctions 

mogènes du troisième degré, qui renferment -^ ^ 

coefficients, quand elles sont à n variables, et ordinairemei 

/l(/l-^l)(/l-^2) j 

6 

Il y a donc une infinité de manières de ramener une fonction 
jV, aijXiXj à la forme j^J -f-jKa + . • . +^'2? c'est-à-dire à une 
somme de carrés par exemple, mais ce nombre de manières 
est fini et même, le plus souvent, égal à i quand on veut que 
la substitution soit orthogonale. 



V. — Rédaction d'un polynôme du second degré à une somme de carrés 
par le moyen d'une substitution orthogonale. 

Considérons le polynôme homogène et du second degré 

Si nous effectuons la substitution orthogonale 

/ ^1 =^Yii7î^-Ti272H-...-^ïi/i7/i, 

I 
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a 



[ Tililfiv-^YïpLYiv 



,2 



i fonction y prendra la forme 

/ = 2 ^'-^ ^ ^'*-^* "^ ^''•^* -^ • • • ) ( Ïyi7i -^ Ïy272 — "•). 



AfjL pour (X = V, 



pi, si Ton fait 

-^^ l Aa pour (X 

r .Ad "^ ( o pourfx ; Y, 

On aura simplement 

La fonction y sera donc décomposable en une somme dv 
rés, s'il est possible de trouver des quantités y/y satisfai- 
t aux équations (2) et (3). 

Nous ferons, dans ce qui va suivre, 



. i àf . i àf 



• > 






2 1 dx,i ' 

or les formules (3), pour ji.<v, peuvent s'écrire 

1fiti(«iiTiv-i-aijYîv-T-.. .)-^-T»|i(«2iïiv-l-«22T2v-r- . .. )-^- •• —^ 
ou bien 

Yl|l./l(ïlV,Y2V, ...)-+- T2[l./2(ïlV, Y2V, ...)+... =0. 

Comparant cette formule avec la seconde des formules (2), el 
observant que l'on peut y faire varier jx en laissant v fixe, on a 

.A(Y1Vi Y2V? ' ' -^ _ . A^^YlV? Y2V . « • .) _ 
YlV ~~ T2V 

Si nous égalons cette suite de rapports à une indéter- 
minée 5v, nous obtenons les équations suivantes, auxquelles 
nous adjoignons la première formule (2) : 

(ail — ^v) YlV-+- «I2Y2V-J-. . .+ Clin^n\= O, 

«2lYlV-^(«22 — *v)Y2V-|-. . .-H«2/l1f/iV= O, 

(5) 



2 2 

TlV~^"Ï2V "*" 



(««n — *v)Y«v= o, 



^- ï'v = « 
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L'élimination deyiv? Yïv> • • • entre les /i premières équations, 
en posant 

du — s Cli2 • . • ^2n 

«21, «22 * ••• ^2n 17/ V 



«/11, «/ti ... «/i/t — s j 

donne 

F(5v)-o; 

Sy est donc racine de l'équation F(s) = o, que Ton appelle 
ordinairçment V équation en s. 

Sy une fois connu, les formules (5), ou plutôt n d'entre 
elles, feront connaître Y,v> Ysv? • • • ; or, l'équation F (s) = o est 
du degré n et admet n racines 5|, ^2, . . • , ^/i ; chacune de ces 
racines fera connaître un groupe de n quantités y/y , et le pro- 
blème sera résolu . 

Si l'on multiplie la première équation (5) par yjy, la se- 
conde par Yjv, ... et si l'on ajoute, on trouve, en ayant égard 
à la dernière, 

y^ «/y Yiv Y;v — sy=o 
ou, en vertu de (3), 

A|i, -^ Sy= o ou Av = *v î 
on a donc, en vertu de (4), 



VI. — Discussion des résultats précédents. 

L'équation en 5 a toutes ses racines réelles; voici la dé- 
monstration que Lagrange donne de cette proposition dans 
sa Mécanique analytique (c'est la première qui ait été 
donnée; c'est aussi la plus simple). 

Soient Yi(i) Y2(i) ... ce que deviennent yjv, yjv? • • • quand 
on remplace dans (5) ^v par s^\ multiplions la première for- 
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iule (5) par yiji, la seconde par y,ji.; ... la /i**"**' par y„^y et 
Ijjoutons ; nous aurons 



:6) 



2 ^'VÏ'V-ïyV— *v(Y1|iYiV-^ '"-r- T/l(lY/iv) ^- o. 



Nous obtiendrions de même, en changeant [x en v etv en [x, 



\il) 



2 ^O^iv-V'* — "5{i (ïi[i.Tiv-+-- • • -^ Y/i(i.Y/iv) ^ o. 



Si l'équation F(5)=o avait des racines imaginaires (en 
liupposant les aij réels, bien entendu), on pourrait supposer 
le 5p. et ^v sont deux racines conjuguées, et par suite iné- 
ies; les deux formules (6) et (7) exigeraient alors que 
'on eût 

ï'est-à-dire que la somme des carrés des modules de yi^, 
^^, . . . fût nulle, ou que ces modules eux-mêmes fussent 
kuls, ce qui est absurde puisque, le déterminant F(s) étant 
fnul, on peut supposer que les quantités y^v» Ysv? • • • ne sont 
[pas toutes nulles; d'ailleurs la somme de leurs carrés est 
['égale à i . 

Mais l'éqijation F(s) = o peut avoir des racines égales; 

pour reconnaître qu'il peut en être ainsi, formons -5-; on a 



ds 



dY 



dV 



dY 



ài^a^i — s) c>(a22 — s) 



à(ann~- s) 



et, pour que F(5) = o ait une racine double, il faut et il 



dF 



suffît que Ton ait à la fois F = o, -^ = o. Cette dernière 



dF 



condition peut s'écrire, en introduisant le facteur — 






dF 



àF 



àF 



ÔF 



Or on a (p. 161) 

â^F ôF 



à(an — s) à{ann—s) 



= o. 



àF 



à{aii^ s)d(aii — s) à{aii— s) â^aa—s) 



\àau) ' 
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d'où l'oo conclut que, si F = o, 

âF ^^ _ ( <^P V 

<^(«ii — *) àau^s ~ \daii) 

La formule (8) devient alors 

d'où l'on conclut que, si F = o a une racine double, toui 
les mineurs de F sont nuls, et réciproquement d'ailleurs, caj 
alors F'(5) sera nul. 

Je dis que, en général, si F (5) a une racine d'ordre ai 
multiplicité A, tous les mineurs d'ordre h — i de F(^) seroD^ 
nuls. En effet : 

1° Les mineurs du premier ordre sont divisibles pi 
[s — 5')^"*, si F(5) est lui-même divisible par {s — s!)^, 
théorème est vrai pour A == i ; admettons qu'il ait lieu poi 
la valeur h — i de l'exposant de s — s! \ alors F(^), admel 
tant le facteur (5 — 5')^, admettra le facteur [s — s'Y~^ oà 
fortiorij et ses mineurs le facteur [s — s'Y^^'^ le premier 
membre de (9) admettra le facteur [s — s'Y^~^^ car c'est le 
produit de ^'{s) par un mineur de F(5); mais, par suite, il 
admet nécessairement le facteur (5 — s'Y^~^y et chaque mi- 
neur considéré admet le facteur [s — ^')^~*. 

C. Q. F. D. 

2** Désignons, pour abréger, -^^ par a/y et considérons la 
formule identique (p. 161) 



da 



u 



FA-2 



dh-\ F 



daijda/ci . . . dapq 



OL 



a// 



a 



tç 



• • • 

^kq 



a 



PJ 

CL pi 



^pq 



Le second membre admet (A — i)^ fois le facteur^—/ 
or F'^"^ l'admet h {h — 2 ) fois : donc un mineur d'ordre h — 
l'admet (A — i)2— A(A — 2) = I fois. c. q. f. d. 

Maintenant revenons à notre substitution. Si l'équatio 
F(5)= G n'a pas de racines multiples, elle sera réelle et eVl 
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istera en effet, les mineurs de F étant différents de zéro ; les 
[uatîons (5), ou plutôt n — i d'entre elles, fourniront, pour 
s rapports des quantités y/v> ^^s valeurs réelles. 
Si l'équation F = o a une racine double, les rapports des 
,^ seront indéterminés parce que les mineurs de F seronl 
uls, mais alors un des rapports v,^ : yjv? • • • pourra être 
hoisi arbitrairement, et la substitution, réduisant F à une 
»omme de carrés, sera possible d'une infinité de manières. 
L'indétermination serait plus grande encore si F avait une 
racine d'un ordre de multiplicité plus élevé. 

Corollaire. — Si Ton veut savoir en combien de carrés 
positifs, négatifs ou nuls le polynôme/ est décomposable, il 
suffit de former l'équation en 5, F = 0, et, comme elle a 
toutes ses racines réelles, le théorème 3e Descartes montre 
i(|ue / contiendra autant de carrés positifs que F := o a de va- 
..nations, et autant de carrés négatifs que F( — 5) = o a 
[de variations. Le terme constant de l'équation en s est ce 
[que l'on appelle le discriminant de /. 

Voici maintenant les applications immédiates de cette 
théorie : 

1° Si nous observons que le terme constant de l'équation 
«n 5 est le discriminant de la fonction/, nous pouvons dire 
que: 

Pour qv!une fonction du second degré homogène de 
1 variables puisse se réduire à une fonction de moins de 
fi variables j il faut que son discriminant soit nul. 

En particulier, pour qu'une fonction homogène du second 
[ degré à trois variables soit un produit de deux facteurs, il faut 
que son discriminant soit nul. 

i" Pour qu une fonction du deuxième degré homogène 
^oit un produit de deux facteurs réels linéaires, c^est- 
Ordire une différence de deux carrés, il faut que V équation 
^^^T^ ait que deux racines différentes de zéro, Vune po- 
*'^'^e, Vautre négative. 
^"^ Pour qu^ une fonction du second degré homogène soit 

L — Traité d* Analyse, I. 16 
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un carré parfait j il faut que toutes les racines de V équa- 
tion en s soient nulles^ sauf une, 

4° Pour qu^une fonction du second degré homogène con- 
serve toujours le même signe, il faut que Inéquation en s 
n^ait que des variations, ou bien que sa transformée en 
— s n'ait que des variations ; cette condition est suffisante : 
dans le premier cas, la fonction reste toujours positive ; 
dans le second, elle reste toujours négative, etc. 

Cette dernière conclusion est surtout utile dans la théorie 
des maxima. 



VII. — Rédaction simultanée de deux fonctions du second degré 

à des sommes de carrés. 

Deux polynômes du second degré y^ ajj Xj xj =z f et 

2^ ^ij ^i ^j = g peuvent toujours être ramenés par une 

même substitution à une somme de carrés. 

En effet, par une première substitution orthogonale, on 
peut ramener / à la forme s^y] -t- s^yl-\- . , ,-{- Sny^ , et g 

prend alors une forme telle que ^^/yJ'/JKy*, si l'on fait 
ensuite la substitution 

on aura 

f=z\-^-zl-^-.,.^zl, g=2^dijZi Zj. 

Une dernière substitution orthogonale laissera à /sa forme, 
tout en ramenant^ à une somme de carrés; f ^^ g seront 
alors tous deux des sommes de carrés. 

Maintenant la possibilité de la réduction est établie ; il ne 
peut y avoir exception à la règle que si 5|,52, . . . sont nuls, 
et alors on peut opérer sur g comme on a opéré surf^ sinon 
f et g ont leurs discriminants nuls et sont des sommes de 
moins de n carrés. Dans ce cas, on peut encore réduire /et g 
à des sommes de carrés, en observant que, ces fonctions 
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étant des fonctions de moins de n variables, on peut rai- 
sonner sur ces fonctions en mettant les variables distinctes 
en évidence. 

Pour effectuer la réduction simultanée des deux formes à 
des sommes de carrés, on procède comme il suit. 

Par la substitution 



^i = Tii7i^- Yi27î 



(O 



i 



^myi-^-^nîTi 



Yi/iJ/it 

» 



f et ff deviennent respectivement 
pourvu que l'on pose 



(2) 



(3) 



2«/yï/Sx 



>^j 



Y;v = 



^bijy,^^iy = 



o pour |x<v, 

A(i, pour |x = V ; 

o pour (xT^v, 

Bu, pour (X = V. 






Pour déterminer les y/y, on remarquera que, si |Jt.^v, ces 
relations peuvent s'écrire 

YiIi./i(Yiv, Y2V, ...) -^Y2ix ACïivjYâv, . 

d'où Ton tire 

h. —h. ^ — Ùl, 

S\ gï '" g a 

En égalant ces rapports à X, on a 

I (ail — Xèn)Yiv -+-(«12— >^^i2)Y2v 



(i) 



(«21 — X ^21 ) YlV H- («22 — X ^22 ) Y2V 



. . = O, 
. . = O, 



ces équations donneront, en éliminant les y,v, 

ct\\ — AOii a,\<^ — '^^12 ••• «i/t — X^i/t 

«21 — ^^21 «22 — A 622 *•• «2/t — '^^'In 

«rtl X^/tl «/t2 — X C>,i2 ••• «//« — '^^«« 



O. 
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L^équation A = o a n racines qui, mises à la place de X 
dans (i), feront connaître les rapports de n systèmes des 
quantités y/y et par suite feront connaître la substitution dont 
on a besoin. 

Des équations (4) on tire, en multipliant la première 
par Vj.^, la seconde par Yjv? etc., et en ajoutant, 

V aij ^iy Y; V — ^ 2 ^i'J T'^ ïy V = o, 

c'est-à-dire 

Av ^= A Bv 

Comme jusqu'ici les rapports des y/v sont seuls déterminés, 
on peut achever de déterminer ces quantités en se donnant 

B| , B . . . . . , et alors h-^ > ^ > . . • seront les racines de A = o ; 

ces racines ne sont pas nécessairement réelles. 



VIII. — Discussion de la théorie précédente. 

Pour que les calculs que nous venons d'esquisser con- 
duisent à des résultats admissibles, il faut : 

i" Que l'équation A = o ait effectivement n racines ; 

2" Que les racines de cette équation, mises à la place de X 
dans (4), fournissent des valeurs bien déterminées pour 
les r^v ^^ ^^ moins compatibles; 

3"" Que les quantités ^(yijx, Yîja? • •'> Y/i{a) ne soient pas 
nulles, car alors les quantités B^ qui leur sont égales ne 
pourraient pas être choisies arbitrairement; à la vérité, cela 
n'empêcherait pas de réduire / et g k des sommes de carrés, 
mais les fonctions transformées ne seraient pas équivalentes 
aux proposées, puisqu'elles contiendraient moins de n va- 
riables; 

4" Il faut encore que la transformation (i) soit ce que 
j'appellerai réversible , c'est-à-dire que son déterminant 
soil différent de zéro, afin que les y puissent se calculerai 
fonction des x et que les formes primitives de f et g soier^^j 
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équivalentes à leurs transformées et que celles-ci puissent 
réciproquement reproduire les premières. 

Nous supposerons le discriminant de g différent de zéro ; 
alors A = o aura bien n racines égales ou inégales; s'il n'en 
était pas ainsi, on opérerait sur /comme on opère sur g^ et 
vice versa; si le discriminant de / était nul aussi, les fonc- 
tions f el g ne seraient ni Tune ni l'autre des fonctions de 
n variables, et, pour faire les calculs, on opérerait sur les fonc- 
tionsy et g réduites à moins de n variables. Ainsi l'on pourra 
supposer le discriminant de g différent de zéro. Cela posé ; 

Théorème. — Si l'équation A = o admet pour racine 
simple Xy, les mineurs de A pour cette valeur de \ ne seront 
pas tous nuls, et g{^i>n Yiv> . • •) = B,^ sera différent de 
zéro; si A :=: o admet \ pour racine double , il pourra se 
faire que les mineurs de A ne soient pas tous nuls, mais 
on aura ^(yiv> Yîv» . . .) = B^ = o. 

Tous les mineurs de A n'étant pas nuls, supposons 
différent de zéro, de (4) on tirera 



duij 



T/ 



>v 



ôa 



— ./V 






da 



pj 



ïyv:r;.: = Vyv 



d' 



Oa 



U 



da 



— » 



Qt 



ou 



or nous avons vu (p. i6i) que 



j^A ÔX 
^^'^ dai,j ôaiq 



à^K 



ÔK d.V 



().V ÔK 



dapj ôaiq 

et, comme A =^ o, 



Oapj daiq dap(j dai, 



d\. f)\ 



d\ ÔX 



dapj dait 



ôapq daij 



*^ formule (a) devient alors 



Y/.VY7V 






d\ d\ 



■^ "^^^ âaij ôapq ' 
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et, en supposant -^ — ^ o^ 

oaij 



^p^^^^-d^j-^'^'^'^d-^;^ 



>vY7V ; 

on en conclut 



ou bien 



d\ , ^ dS. 



^*) 5^,^("^'''^^^'---^"=-rfX7"^'^"^'' 



Donc ^ (y,v, Yîvî • • •) sera nul ou différent de zéro, suivant 

que -TV- sera lui-même nul ou différent de zéro, car y^y, yy^ ne 

peuvent être nuls; en effet, si y^^ était nul, le système (4) 
se réduirait à /i — i équations homogènes dont le déterminant 
serait différent de zéro ; par hypothèse, ce déterminant étant 

T-^j il faudrait alors que tous les y,v fussent nuls. 

Ainsi By pourra être choisi arbitrairement, si A = o n'a 
pas \yf pour racine multiple. 

Au contraire, la transformation ne sera pas possible, si A = o 
admet Xy pour racine double; ces conclusions tombent en 
défaut quand tous les mineurs de A sont nuls. 

Examinons ce cas. A cet effet, faisons varier les coefficients 
de la forme/, et désignons par un S une différentielle totale 
relative aux coefficients aij de cette forme; si Ton différentie 
la formule (i) avec la caractéristique 8, on a, en écrivant g 
au lieu de g (y,^, yjv, . . .) et en négligeant les termes nuls, 

choisissons les Sa de manière à annuler le premier terme du 
second membre, nous aurons 
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Or S^v n'est pas nul ; car, en dîfférentlant A = o deux fois, on a 



X-r OAv -+- 2 >. -p: : — oAv ort^t/ -h > ; oa// ùait := o, 



formule dans laquelle le second terme est nul, et d'où l'on 
tire, en général, pour 5)^^? deux valeurs différentes de zéro : la 

//2 A 

formule (c) nous montre donc que g n'est pas nul si -i^i 

n'est pas nul, c'est-à-dire si \ n'est pas racine triple de A = o. 
On verrait, en continuant cette discussion, que g ou B^ 
pourra toujours être pris arbitrairement si \^ étant racine 
d'ordre de multiplicité A de A = o, tous les mineurs d'ordre 
h-\- i de A sont nuls. Le contraire aura lieu si tous ces 
mineurs ne sont pas nuls. 
Voici maintenant les conséquences à tirer de là : 
1° Si l'équation A = o a toutes ses racines inégales, les 
équations (4) fourniront des valeurs bien déterminées des y/y 
pour lesquelles les B^ ne seront pas nuls, et la transforma- 
tion (i) sera réversible; c'est ce que prouvent les formules (2) 
et (3), en vertu desquelles 



gii^iu Y12, . . . , Yi«) ^2(Yii,Ti2, . . . , Ti/i) • . . 

^i(T21jT22j • • •»Y2rt) ^2(Y21j Y22» • • •? Y2«) ••. 



— Kl B2 . • . 13/1. 



2® Si l'équation A = o a une racine double, on ne pourra 
pas, en général, ramener/ et ^ simultanément à des sommes 
de carrés par une substitution linéaire réversible, la valeur 
correspondante de g étant nulle. 

3" Si cependant l'équation A = o avait une racine double, 
tous les mineurs de A étant nuls, les équations (4) donne- 
raient pour les quantités Y une infinité de valeurs admissibles, 
les rapports de ces quantités étant déterminées dès que Ton 
se donne l'un d'eux; les valeurs correspondantes de g ou 
de B ne seraient pas nulles et la réduction à une somme de 
carrés pourrait encore s'effectuer au moyen d'une substitu- 
tion réversible, etc. 
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IX. — Invariants et covariants. 

Les fonctions entières et homogènes portent souvent le nom 
de formes; ces formes sont quadratiques, cubiques, etc., 
quand elles sont du deuxième, du troisième degré, etc. Elles 
sont binaires, ternaires, quaternaires, etc., quand elles 
sont à 2, 3, 4» • • • variables. 

Soient «hj ci\2y • • • les coefficients d'une forme 

soient a^K , ^^22? • • • ceux d'une seconde forme /2» etc. Si nous 
effectuons une substitution linéaire, les fonctions /o/a? • • • 
deviendront des fonctions de jk< 7 y^-, • • • , yn-, et si a/y désigne 
le coefficient de ;r* jc^ ... x\ dans //, nous représenterons 
par bij le coefficient de y^ JK^ • • • y\ dans la fonction en 
laquelle se transformera //. Cela posé, si l'on a 

9(^11» ^12> •'"l'^îli C>22j .••''J'|jX2> ...,J',/) 

= r''cp(aii, Ûti2j . • • * <^21 j ^22 j ... ; ^1, ^2' •• M ^/ï)> 

r^ désignant une puissance du déterminant de la substitu- 
tion, on dira que la fonction cp est un covariant des fonc- 
tions f\,f'i-i • • • î fni' 

Si l'on a seulement 

?(^ll> ^125 • • •) ^21» ^22» . . .) = l''*?(«n> ^12> • • M <^21> «22» • • •)> 

la fonction cp ne contenant pas Xi, x^-^ • . • , ^/^ ^^ ^"'^i ^^e cp 
est un invariant des formes /i , /a, • • • » /m» 

Voici quelques exemples d'invariants et de covariants : 

Théorème I. — Le déterminant fonctionnel de plusieurs 
fonctions est un covariant de ces fonctions. 

En effet, soient /«, /o, ..., fn des fonctions de x^^ 
X2'i . . . , Xn\ effectuons la substitution 

. . ; iP2 = V2l7l + Ï22 72-i--..-+-Vî«7«' 

l ^«= 7/n7i-^ >272 + . . .-+- Y«,,/,i ; 
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nous aurons -r— ^ = y/;; or 

àyj * ^' 

à{yuyt, ...,j/i) ~ <>(.^i,^2, ...,-''/i) «>(7i,72, ...,r«)' 



c'est-à-dîre 



à{yuyt, '•',yn) ~ ài^x^.x^, ..., j?,,) 



Le déterminant fonctionnel sera donc, en général, un cova- 
riant; cependant, si les fonctions /<, j^^ . . . , /;i étaient du 
premier degré, les variables j:<, ^Ta, . . . , j;,^ n'y seraient plus 
contenues, et il deviendrait un invariant. 

Théotième il — Le liessien dhine fonction est un cova- 
riant de cette fonction, qui se trouve multiplié par le 
carré du module de la substitution à laquelle on soumet 
ses variables. 

Soit, en effet, / une fonction de Xs, ûr.y, - . . , Vn] soient 
fiiAj ^",fn ses dérivées ^^, ..., ^, et (p,, cpa, • ••, > 
ses dérivées -^y • • • ? ^ après que l'on a effectué la substi- 
tution ( I ) ; on a 

à(^lj^ij....On) _ <>(?1,?2, "-."^n) à(fi,f2,...,fn) â(Xi, ...,.r,^) 

à{yuyu"",rn) <^(/i,/2, .••,///) c>(^i,^2,.-.,-^n) à{y^,,..,yn) 

Le premier membre est le hessien de / relatif à y^, 
y^t ' "> yny appelons-le H^; le second facteur du second 
membre est le hessien H^c de / relatif aux variables x^ le 
dernier facteur est le déterminant F; on a donc 

(.) H,:=rH 4^- y' ••••?"> ■ 

^\Jli J2i " •'> Jn) 

Or 

Ti= ^ =/iTii+/2Ï2i-+-...H-///T/M, 

T2= -T- =/lYl2-+-/2Ï22-H...-+-/«ï«2, 
O72 
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à^i 



donc, en général, -^ = yy/, et par suite la formule (2) devieuÉp 

Le hesslen est donc bien, en général, un covariant; toutefois, 
si /était du second degré, le hessien se réduirait à unecoû" 
stante que Ton appelle quelquefois le discriminant de 
fonction du second degré f et qui serait un invariant dej 
cette fonction. 

Ainsi, par exemple, le hessien de la fonction 

est égal à 



le hessien de la forme 

A 372 -4- \y^ 

est le déterminant 



B«— AG: 



A''>3* -4- 2 Byz H- 2 B'xz -h 2 B'xy 



A B' B' 
B' A' B 

B' B A*^ 



— o. 



Voici de nouveaux exemples de covariants. 



X. — ËmanaBts. 

y désignant une fonction homogène de o^i , X2 , • . • , ^//, de 
degré m, l'expression 



' ^f , ^' ^f 



P/=^'ixr + 



^ dx^ 



X 



, àf 



dxi " '^ dxz • • ' • ■ « ^rp^ 

est ce que l'on appelle le premier émanant de f] le sym- 
bole x\ -p- est commutatif et distributif, et, par suite, l'opé- 
ration P'^y* pourra se développer par la formule du binôme; 
P^y*, P^y, . . . sont les deuxième, troisième, etc. émanants 
de/. 

Théorème. — Tous les émanants de la fonction f sont 
des covariants de cette fonction. 
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En effet, on a, en effectuant la substitution (i) du para- 
graphe précédent, 

à/ _ à/ à/ ^ df 

<^f - à/ ^ ^àf à/ 



Si dans les formules (i) on accentue les x et les y, on en 
tire 

, _ I r , dr . , dr , dT_-\ 

donc 

Or, dans le second membre, le coefficient de j^ x^^ est égal à 

c'est-à-dire à l'unité. Le coefficient de -y— x^^ est égal à 



dx^ 






c'est-à-dire à zéro; on a donc rigoureusement 

et le premier émanant d'une forme est un co variant absolu 
de cette forme. 

Il est bien clair que, si l'on répète sur la fonction 

2J' dyt 
l'opération P, elle restera encore invariable par la substitu- 
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lion. Mais on peut donner de ce théorème une démonstral 
plus simple : on a 

t t^ 

^A-^ij^ij ^«)-«- - P/h- — P*/-^-••• 
l : 2: 



II 



Soit^ la fonction transformée de/ par la substitution (i 
on aura 

^(y't-^ fy'i.ti-hfy'iy ...) 

^m — 1 



or on a 

et, par suite, 



(m — I ): 

f(xi, Xi, ...) = . ^(71, 72, ...) 



/{xi-^ fx\, ,..) = .^(7i-+- /j'i, .-.). 

Les coefïîcients de t^ dans les développements des dei 
membres de cette équation devant être égaux, on aura 

P'/=P'>, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — // est bon d^observer que l'on a, à un 
facteur numérique près ^ 



X 



* ÔXi 



X, 



àx^ 



-r-.-.j /=(;r, ^-V-^i 



m— h 



dx'^ 



/ 



Ces deux expressions sont les termes de degré h en x\^ 
x\, ... ou de degrés m — A en x^, x^, ... du développe — 
ment par la formule de Taylor de la fonction 

Nous trouverons plus loin une interprétation géométriqi 
remarquable de la théorie des émanants. 

Théorème. — Le hessien d'une fonction n'est autre chi 
que le discriminant de son second émanant. 
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En effet, le second émanant de/est 



2 



.' - ' 



X.Xj '■ > 

•' ÔXiÔXj 



dont le discriminant relatif aux variables x'^ est 



dx\ 



d^f 



d^f 



d-^f 



dxi àxi 



dXnàx^ OXfiOXi 



c'est-à-dire le hessien de/. 



dxi OXi, 






9.^)Z 



XI. — Gontrevariants et divariants. 

Des variables a:'^ , x[,^ . . ., ;r^^ etoTi, .To, . . ., ^,1, qui doivent 
être transformées par la même substitution, sont dites cogrc- 
dientes; au contraire, si ces variables devaient être transfor- 
mées, les unes par une substitution, les autres par la substi- 
tution inverse, on dirait qu'elles sont contragrédientes. J 
rappelle que les substitutions 



(• 



(0 
et 






(^) 



/ y^ __ Cil Xi 4- G12 X'i •-. . .-:- Gi„;r,/, 
( yn = G;,i Xi h G„2 OL'i -! - ... h Can ^n 

sont dites inverses l'une de Tautre quand on a, en j^énéral, 

Pour donner un exemple du cas où, dans une même ques- 
tion, il peut se présenter des variables contragrédientes, con- 
sidérons une forme linéaire 



«1 Xi -h a^Xo-r- . . .-\- an X;; . 
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Il n'est pas difficile de s'assurer que, si l'on applique aux va- 
riables Xi, X2y ... T ^,1 la substitution (i), les coefficients ai, 
a^, . . . , cin^ considérés comme des variables, subiront la sub- 
stitution inverse ; et, en efiet, la substitution ( i ) transforme la 
fonction linéaire en question dans cette autre 

«1 (Yii7i — Y1272-H. . . )-- «2(721 ri-^ Ï2272~. . . )-^. . • = o, 

de sorte que, en appelant fe| , ôo? • • • > ^z* les coefficients deyt , 
y-ii • • •) J'«5 c'esl-à-dire de la nouvelle forme, on a 

^1= Tu «i-^T2i «2 — ...-^ Yni an, 

^2 = T12 «1 -H Y22 «2 -^ . . . - T/12 «/i, 



les variables a^i , 0:21 . . . , ^/i, et «i , «o? • • - j^n sont donc trans- 
formées par des substitutions inverses : elles sont ce que nous 
avons appelé des variables contragrédientes , 

Maintenant, soient x^, x^^ . . . , Xn^ et x\y x'.^, . . , , x\^ des 
variables contragrédientes ; soient a, a', a", ... les coefficients 
de certaines formes pouvant renfermer, outre les variables x^ , 
X'i^ . . . , Xn-i les variables contragrédientes x\^ x'.^y . . . , x\^. 
Appliquons à ces formes une même substitution linéaire 
transformant x^^ X2, • . . enj^i, ra, ... et x\, x\, . . . (par 
la substitution inverse) en y\^ y[^, ... ; soient i, 6', U' les 
nouveaux coefficients de ces formes ; soient enfin F le détermi- 
nant de la substitution que l'on a efi^ectuée sur les variables 
^1, X2y . . . , Xfi'i w un exposant quelconque. Si l'on a 

=: T^^{b, h' ... 171,72, ...;7i>72^ •••). 

on dira que cp est un divariant ou un covariant mixte ^ si 
la fonction cp ne renfermait pas les variables x^^ X2, . . . , Xn, 
elle porterait le nom de contrevariant. 

On verra bientôt qu'il existe un grand nombre de diva- 
riants; en voici un qui appartient à toutes les formes : c'est 
l'expression 



En effet, 
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^Xix'i =2( Y,-, ji -^ Y*2 7i -r- . . . — Y/«7/i)^;- 

maïs, les variables x^ étant transformées par la substitution 
inverse, on a 



donc enfin 



2^/^/=^//7/> 



et l'expression ^^Xix'i est bien un dl variant de toutes les 
formes. 



XII. — Des évectants. 



M. Sylvester a donné le nom A' évectants à des contre va- 
riants que Ton obtient comme il suit ; 

So\lf{x\^ X2', ...) une forme ayant pour coefficients a, a! ^ ... 
et de degré m; soient ^i, Ço? ••• des variables contragrc- 
dientes, giYn JK2> • • •) la fonction transformée par une sub- 
stitution de déterminant F, et r,,, Yj.,,, ... les variables 
contragrédientes avecj^<, j"2) •••• Considérons la fonction 
suivante, où \ est une constante arbitraire, 

parla substitution, elle deviendra, en observant que 

^l?l ^- ^2 $2-^-' . • 

est un contrevariant, 

(a) g -^ Myi-ra—yi-Tii-'-" . y*. 

Soit c5(âr, a', a", . . .) un invariant de /; on aura 

cp(6, b' b\ ...)= rwcp(a a! a", ...), 
et, en remplaçant les coefficients a, a', ... et 6, 6', .. . par 
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ceux des formes (i) et (2), 

Les coefficients des mêmes puissances de \ sont égaux; ainsi 
les coefficients de )^®, \ ).-, . . . dans cp(a -f-X^'^-j-. . .) sont 
des contrevariants, le coefficient de V est le i*'™* éjectant 
de /relatif à Tinvariant cp. 

XIII. — Recherche des invariants. 

Théorème. — Le nombre des invariants d'une ou de 
plusieurs formes est nécessairement limité (il s'agit, bien 
entendu, d'invariants distincts, c'est-à-dire tels qu'aucun 
d'eux ne soit fonction des autres). 

En effet, soient .r^, ^Co? • • •> ^n les anciennes variables; 
a, a', ... les anciens coefficients d'une ou plusieurs formes; 
^1» J^2 7 • • • y^n les nouvelles variables; 6, U , , , . les nouveaux 
coefficients; Aie déterminant de la substitution. Si cp (a, a\ . . .), 
'|(a, a\ . . .) sont des invariants, on aura 

/ ci{a,a\ . . .) = A^cp(6, ^', ...), 

L'élimination de A donnera des relations telles que 

^^) ' ; 

or il ne peut exister qu'un nombre limité de relations entre 
les coefficients a, ((' , . . . , 6, b\ , . , obtenues en éliminant 
les coefficients de la substitution entre les relations qui 
donnent les b en fonction des a; donc le nombre des rela- 
tions (2) est limité, et par suite aussi celui des relations (i); 
donc, etc. c. q. f. d. 

Une forme quadratique ne peut avoir qu'un seul invariant 
qui est son discriminant; car toute fonction quadratique 
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peut se transformer dans une aulre donnée à l'avance ; donc 
il ne saurait exister de relations entre les coeflîcients de la 
proposée et de la transformée : c'est ce dont on s'assure aisé- 
ment en faisant effectivement la substitution et en égalant à 
des arbitraires les coefficients de la transformée. Soit n le 

nombre des variables, celui des coefficients est : on 

2 

i aura donc — ^ équations à écrire pour déterminer les 

n- coefficients de la transformation : or n^ est toujours supc- 
rieur a — ^ := 1 — > car n <C n-, 

2 2 2 

On verrait de même qu'une forme cubique binaire n'a 
qu'un seul invariant. 

Quand on connaît les invariants dUine forme de degré 
rij on peut trouver les invariants de plusieurs formes de 
même degré, 

Eneffet, soient cp(.ri, . . . ;a,,a27 • • •)' ^(-^i» ... ; a, ,a!^, . . .), 
I '(^1) j:^2î • • • î ^1 > <^2î • • •)» • • * ^^^ formes d'ordre n ; con- 
sidérons la forme unique 

Cp -r- Xl)^ -h (JLÔ -;-... . 

Soitn(âfi, ^2i . . .) un invariant de la forme cp; alors 

n(ai -f- X a'i -h \t.a\ -h ... ; «2 -h X a'g -h (jLa'2 -H . . . ) 

sera un invariant de cp + 1^ -h [xô -f- . . . . En appelant alors 
b{, b2j ...; b\^ b'.^j ... les coefficients des formes trans- 
formées, on aura 

^désignant le déterminant de la substitution. Cette formule 
devant subsister, quels que soient )^, [jl, v, . . . , les coefficients 
deX'fjL^v* ... doivent être égaux. Soient u et A^v ces 
coefficients ; on aura u = A^v : donc u est un invariant des 
formes cp, tj;, 0, .... 

Le nombre des invariants d'une forme cp est égal au plus 
^^ nombre des relations qui peuvent exister entre les coeffi- 
L. — Traité d' Analyse j I. 17 
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cients de tp et de sa transformée, augmenté de i . Soient dond 
m le degré de tp , n le nombre de ses variables ; le nombre de^ 
ses coeflicients sera 

( m -^ \){ m -^ •>.) , . J m -^ n — i) 
1 .2.3. . \n — i) 

on pourra donc écrire un pareil nombre d'équations en éga- ! 
lanl les coeflicients de la transformée à des nombres 6 i , ^oy • • • • 
Or les coefficients de la substitution sont au nombre de n^ : 
donc il existe 

(m -«- 0(m -4- 5i). . .(m -h 71 — i) 

(I) — n^ 

1.2.3. . .{n — i) 

relations entre les coefficients de cp et de sa transformée, et 
par suite 

{m -^ \^{ni -^ o.). . .( m -- n - r) 



1.2.3. , .{n — 1 ) 



Tl^-i- I 



invariants. Ce nombre se réduit à i quand le nombre (i) est 
négatif, mais c'est là une limite supérieure. 

On trouverait de même une limite supérieure du nombre 
des invariants de plusieurs formes du même degré. 



XIV. — Méthodes générales pour former des invariants, des cova- 
riants, des contrevariants et des divariants. 



Théorème fondamental. — Soit /{x^^ X2, ...,.r„) une 
fonction homogène de degré quelconque ; si Von effectue la 
substitution 

/ ^1 == viiji-^- 71272-^.. --^Viz/r»» 

,. ) ^2 = 72l72+722j2-^-.---+-T2/^J/0 

l Xa — 7//i7i -f- 7/i272 H- ... -h 7««7«, 

les dérivées de f prises par rapport àj^i^y^f • *i.y,i sont 
transformées par la substitution inverse. 
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Cela résulte immédiatement des formules générales pour le 
changement de variable indépendante; on a en effet 



.21 



à/ à/ àf 

df àf ôf 



àf 



m y 



//2 ' 



Voici maintenant comment on peut déduire d'un contreva- 
riant une série de covariants. 
Soit 

un contrevarianl de la fonction /, a/ désignant l'un de ses 
coefficients et x\V\ine des variables transformées par la sub- 
stitution inverse; si nous remplaçons a:)- par le symbole opé- 

ratoire -^ — ? nous obtiendrons un symbole opératoire 



dxi 



CPI ,m.(l{m.. OC l ... ~ ... I 



qui, appliqué à la fonction/ou à un de ses covariants, four- 
nira un nouveau co variant (ou un invariant si les variables xi 
n'entrent pas dans le résultat). 

Exemple : 



rt,l 


«12 


^ 


rtj, 


«22 


?2 


$. 


h 






est un contrevariant de a\^x\-^ jlŒi^'iXxXi-^- d\.^x<i\ en le 

A f 

développant après avoir remplacé \ par -p ? on a 



dx\ âx2 






et celte expression est un covariant qui, développé, s'écrit 

2 («11^1+ ai2^2)(«21^1-i-<^22^2)<^12 

— (aii^i-H aiiX2)-a22 — («21^1+ «22^2)^<^ii- 
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L'expression 

d'^f d'^f d^f 

2 1 

fournit un invariant 

En appliquant le symbole cp (...«/... ^/. ..— ... j à un 

divariant, on en déduirait un nouveau divariant (ou un con- 
Irevarianl si les variables ^ disparaissaient d'elles-mêmes). 

Théorème II. — Connaissant un impartant dhine forme 
quelconque^ on en déduit un covariant pour une forme de 
degré plus élevé. 

En effet, soit ^ ( . . . «/• . . ) un invariant d'une forme y de 
degré m\ formons l'émanant d'ordre m d'une fonction quel- 
conque F, et soit 

cet émanant. Considérons dans cet émanant j:'^ ,^'^, . . . comme 

les variables d'une forme, et formons l'invariant cp ( . . . a/. . . ) 

pour cette forme; le résultat sera un covariant de la forme F. 

Exemple. — L'expression a]^ — ana22est l'invariant de 

a^ix\-7- 1 «12 ^i or-i -h «22 ^2 > 

donc 

âxi dxi I dxi àxi 

sera un covariant de F. 

De même un covariant pour une forme de degré élevé peut 
devenir un simple invariant pour une autre forme de degré 
moindre. 

Formons le discriminant de l'émanant 

^•^^^"^^2^ ""••7 ' 
et nous avons le hessien de F, ainsi qu'on l'a déjà observé. 
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sihi 



XV. — InYariants des formes quadratiques. 



Nous avons déjà remarqué qu'une forme quadratique n'avail 
(ju un invariant, à savoir son discriminant ou hessien. 
Si l'on considère deux formes quadratiques 

/=^ctij^i^j et ^bijXiXjr g, 

les coefficients des transformées s'exprimeront à l'aide des 
coefficients des proposées et des n- coefficients d:î la substi- 
tution, ce qui fournira 

n{n-\- 1) — /i2— n 

relations possibles entre les anciens et les nouveaux coeffi- 
eients; le nombre des invariants est donc au plus /i 4- i. On 
les trouvera par la règle donnée (p. 258)et l'on formera le dis- 
criminant de/— )^o^; les coefficients de Â«, X, )v2,. ..,V'-\V' 
seront les invariants cherchés. On peut remarquer que ce 
sont les coefficients de l'équation qui nous a servi à réduire 
/et^ simultanément à des sommes de carrés. 

Un raisonnement analogue donnerait les invariants d'un 
plus grand nombre de formes. 

Une substitution orthogonale n'altérant pas la fonction 
^\'^x\-\-, . . + .r^, si Ton considère l'expression 



1 



Cl/fj X ï x j 



S{x\ -r x\~\ 



'^n ) > 



^^^luation en 5 qui sert à ramener >^a/y\r/.ry à une somme de 
carrés aura pour coefficients des Invariants de^a/y\r/:Cy, rela- 

^*^s à toute substitution orthogonale, si je puis m'exprimer 
^^^si, c'est-à-dire que ces coefficients ne changeront pas quand 

^ciijXiXj subira une transformation orthogonale. Cette pro- 

pï^iété est précieuse et nous en ferons l'application à la 
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recherche des paramètres d'un paraboloïde donné par son 
équation 

( Xx'^ h A'j-'-h A'z'*'^ iByz h-iWxz 

l -h iB'xr -^ iCtx -r- :tC ty \- 7.C' tz -\- Dt^ =z o. 

On simplifie cette équation au moyen de deux substitutions 
successives équivalentes à la substitution unique de déter- 
minant I : 

.r z= a a/ -h b ■)■' -\- c z' -\- oLt' 

X =a'x~^b'y-{-c'z'^ ^t\ 
z = dx-^b''y'^c''z'^-{t\ 
t = o x' -^ o y + o z -\- 1. 1'\ 

a, bj c, a\ . . . sont les neuf cosinus bien connus dont le déter- 
minant est i; a, j3,y sont les coordonnées de la nouvelle 
origine. Soit 

{b) sx'^^s'y-^^-i(lz = 

l'équation simplifiée du paraboloïde; seis' sont, comme l'on 
sait, les racines de l'équation en 5; quant à Q, on l'obtiendra 
en écrivant que le discriminant n'a pas changé. 

En appelant donc A l'ancien discriminant, celui du premier 
membre de (a), et observant que celui du premier membre 
de {h) est — (^^ss\ 



Q2^5'^-A, d'où Ç)=^-p 



XVI. — Gontrevariants et divariants des formes du second degré. 

Soit/=:^a/ycr|\ry une fonction homogène du second de- 
gré ; si l'on pose 

^'^ 2 dx,~^'' 1 ôx^ -^''' • • • ' 2 dXa ~ ^'" 

on aura ainsi une substitution linéaire. Si on la fait subir à la 
fonction/, on obtiendra une fonction cp (^1, Ço» • • •) que l'on 
appelle avec Gauss la fonction adjointe de/. Nous verrons 
bientôt que cette fonction est un conlrevariant. 
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Nous allons apprendre à former la fonction adjointe. De 

(i)on lire 

(2) /=Xi^i -i-Xilj.--. ..-hXnlny 

qui n'est autre chose que l'expression pure et simple du 
théorème des fonctions homogènes : pour obtenir la fonction 
adjointe, il suffira d'éli m inerj^i, x-y^, . . . , ^/^ entre (i) et (2), où 
l'on remplacera / par cp. Or le système ( i ) peut s'écrire 



(3) 



«21 ^1 + ^22 ^2 "~ • • • -i~ ^2n X„ = Ç2 j 



\ «/ïia^i -+- «//2X2-f-. . .-+-«/i/ia:,4 — çn, 



et la résultante est 



(3 bis) 



«11 
«21 



«12 
«22 



^nl ^/t2 



;2 



«2a 



h 



= O. 






$1 ;2 ... ç/i ^ 
^û a donc, en appelant A le discriminant de la fonctiony, 





«11 


«12 




«1/t 


$1 




«21 


«22 




«2/i 


$2 


(4) Ac& ^ 


• • • 


• • • 




• • • 


• « 




a,n 


«//2 




^nn 


b, 


^" bien encore 


?i 


$2 




U 





(5) 


A 


.^> 




f .■?.-. 





^es formules (3) on peut tirer la substitution 



(6) 



^1 =: ai^ Çi -H ai2 q2~" • • '~^ ^l/t Ç«) 
^2 = «21 ?1 -^«22 $2 + - ..+ «2/1 $«J 



^ ^u — «al ;i -T- ««2 Ç2 ^" • • • ~*~ «/tw $0 

^ alors la formule (5) peut encore s'écrire 



i 
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Théorème I. — Lorsque le discriminant S. de f s* annule^ 
la fonction adjointe tp est un carré parfait. 

Il y a là une sorle de paradoxe; en effet, ç ety étanl iden-j 
liques, on peut se demander comment, /"n'étant pas nécessai-^ 
rement un carré, ^ doit en être un; mais il faut alors consi- 
dérer r^ comme défini non plus par Péquation (7), mais bien 
par Téquation (5), où A:p lui-même sera la fonction adjointe. 

Ainsi, dorénavant, c'est l'expression ^-r — io iy que nous 

appellerons la fonction adjointe. 

Si / est un carré parfait, l'équation en 5 a /i — i racini 
nulles ; donc, pour 5 = o, tous les mineurs du premier membre' 
de l'équation en s doivent être nuls jusqu'à l'ordre n — 2. 

Maintenant on sait que l'on a 

A 



comme A est nul par hypothèse, on voit que tous les mineurs 
du second degré du discriminant de^-r— ^-^/^y sont nuls; 
Acp est donc bien un carré parfait. c. q. f. d. 



Théorème II. — La fonction adjointe A^ est un contre- 
variant. 

En effet, la fonction adjointe peut s'obtenir, ainsi qu'on le 
voit à l'inspection de la formule (3), en égalant à zéro le dis- 
criminant de 

. Effectuons la substitution 



(8) 



^1 = Tiiji + T1272 -^. . .+ Ti«7//» 

^2 = T2171 H" 722^^2 -+- . . .-+- T2rt7//, 



) 



^n = T«i7i + Yrt272 + . . . -i- Y««7/î, 
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nia subslitution inverse 



9) 



T,2 



ïllÇl 



Ï21 U- 






I ... 



. T,rt 



ïi/»;i 



T2/i;2 






La fonction deviendra 



bijy^iyj désignant ce que devient^a/y «r/ Xj par la substi- 

ition (8). La fonction adjointe de\fe/yj'/>'y s'obtient pré- 

fcisément en égalant à o le discriminant de H; or H = BF-, 
en appelant F le déterminant de la substitution (8) : il en ré- 
fsulte que les valeurs de cp tirées de 6 = o ou de H == o sont 
^égales : donc enfin la fonction adjointe cp ou Acp est un contre- 
variant de /. 

Siy= o estFéquation d'une conique ou d'une surface du 
second degré,. . ., cp = o, cp désignant la fonction adjointe, 
est l'équation de la polaire réciproque de / = o prise par 
rapport au cercle ou à la sphère imaginaire 



2 



xf— o. 



Théorème III. — Appelons g = A'^ la fonction adjointe 
de f\ la fonction adjointe de g sera /A'' "* . 



Nous avons trouvé 



dl 



si l'on appelle D le déterminant \^:i: a, i a2 2. . ^^nn-i Isi fonc- 
tion h adjointe de^ sera 

et l'on aura 



266 CHAPITRE X. 

C'est précisément la valeur de Xi tirée de (6); on a donc 
mais, en résolvant les équations (6), on aurait 



7 V ^^ 



• • • • 



^' - D d^i ""' "" D dTa^ '^- 
Comparantles formules avec (a), il vient 

on a donc 

C. Q. F. D. 

Il résulte de là que, si x^^ x^^ x% sont les coordonnées 
d'un point, les figures / := o et g = o jouiront d'une certaine 
réciprocité Tune par rapport à l'autre. Ce mode de dépen- 
dance sera étudié plus lard. 



XVII. — Sur les combinants. 

On appelle combinant de n formes homogènes à n va- 
riables 

OÙ les a représentent les coefficients et les x les variables, une 
fonction qui jouit de la propriété de se reproduire par la sub- 
stitution 

F] — «11 /j -h ^12 fi-^' • .-H ^infny 
Fa = «21 /i -i- «22 /2 -+-••• -+- '^mfnt 



t // — «/il /i -h ^nlfl -;-...-+- ^nnf.i > 

à un facteur près, égal à une puissance du déterminant 



«11 «22. . .«/j/t 
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la substitution, tout en étant un covariant de ces formes, 
isi, si ron considère une substitution 



le fonction Ksera un combinant, si l'on a à la fois 

K(F„Fo, ...)=r«K(/„/„ ...), 

K(a, a', . . ., X|, . . .) = A'^K(6,^', . . ., a i, . . .). 

Le déterminant d'un système de fonctions, le hessien d'une 
mction sont des combinants. 



XVIII — Snr une propriété générale des formes. 



Théorème. — Toutes les fois qiCune proposition relative 
des polynômes homogènes ne comprend pas dans son 
'nonce uniquement des covariants ou des invariants y 
n peut toujours en déduire une proposition plus générale 
dont elle n'est qu'un cas particulier et qui, dans son énoncé j 
ne renferme que des invai^iants ou des covariants. 

En effet, supposons que la propriété en question résulte 
d'une ou de plusieurs équations simultanées (et il ne saurait 
être question ici d'autres propriétés), ces équations contien- 
dront des variables x et les coefficients a de certaines formes ; 
.soit 

(i) F(a"i, ...,<'/, ...}=/{a:-, ...,a, ...) 

l'une d'elles. Si nous effectuons une substitution linéaire, 
elle deviendra 



(^) 



JT j l 37 i j , . , j Cl j ...) — /|^^u|, , , t ^ Ci ...Jj 



a! et x' désignant les nouveaux coefficients et les nouvelles 
variables. Si la substitution linéaire effectuée a tous ses coef- 
ficients indépendants, une nouvelle substitution ne modifiera 
pas la relation Fi = /i, en ce sens qu'elle aura précisément 
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la même généralité que cette équation; les deux membres 
de (2) seront donc des covariants ou des invariants, et les 
formules (2) constituent la traduction algébrique du théo- 
rème général dont les équations (i) sont le cas particulier, 
car on reviendra de la formule (2) à (i) en faisant des hypo- 
thèses particulières sur les coefficients delà transformation et 
sur les coefficients o! , 

Cette méthode de généralisation des théorèmes d'Algèbre 
a été tout d'abord usitée en Géométrie parle général Ponce- 
let, et c'est ainsi que des propriétés du cercle on a pu déduire 
une foule de propriétés des coniques en mettant le cercle en 
perspective. Nous verrons plus loin que mettre une figure 
en perspective, cela revient à appliquer à son équation une 
substitution linéaire. 

Il est bien clair qu'une proposition qui dans son énoncé 
ne contient que des covariants ne peut plus être généralisée 
par une transformation linéaire. 

D'après ce qui précède, on voit que le but de la théorie 
des substitutions linéaires est de généraliser les propriétés des 
polynômes, et la connaissance des invariante et des covariants 
fournit leurs propriétés les plus générales et aussi les plus 
simples. 

Il serait donc très important de connaître tous les inva- 
riants et les covariants d'un système de formes, car ce serait 
connaître les propriétés générales de ces formes : nous allons 
procéder à cette recherche. 



XIX. — Démonstration d'un lemme important. 



Considérons n -\- t lignes de n éléments chacune, savoir 

Oi, 02> • • • 1 ^//> 



(I) 



> ■ 
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' Avec toutes ces lignes on pourra former C^ _^ j déterminants : 
tous ces déterminants mis à la place de 8 dans les équations 
dont le tvpe est 

^ ' ôai ' obi oit 

et qui sont au nombre de n(n — i), satisfont identiquement 
à ces équations, comme on le constate facilement à l*aide 
d'une propriété fondamentale des déterminants. Réciproque- 
ment, nous allons prouver que les équations (2) ne peuvent 
avoir pour solution qu'une fonction de ces déterminants. 

Nous décomposerons la démonstration de ce théorème en 
trois parties : 

i® Si e est négatif, cest-à-dire si le tableau (i) na pas 
n lignes y les équations {-i) n'ont pas de solution S /onction 
des ay by . . . l. 

a® Si £ = 0, elles ont une solution fonction du déterni i- 
nant des éléments (i). 

3** Si le théorème est vrai pour c = £1, Usera encore vrai 
pour s = £|-t- I. 

1** Si e est négatif, le nombre des dérivées de B qui entrent 
dans le groupe suivant : 



\ 



i'i) ' Oai ' Obi 



ai — — ï— bt--... -■-- o, 

Oai obi 

Oi j— bi — . . . - (), 



oe o(i , 

-— a,, -j- bu . ..-^0 
V OOi obi 



est moindre que /i, c'est-à-dire est au plus égal au nombre 
de ces équations ; il faut donc supposer 



rm de 

ôâi = ''^ ôFi^""^ 



ce qui montre que 6 ne saurait contenir les éléments du ta- 
bleau (i). (Nous supposons, bien entendu, qu'il n'existe 
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aucune relation entre les éléments de ce tableau.) Ainsi la 
première partie de notre théorème est démontrée. 

2" Supposons £ = u, et soit P le déterminant des éléments 
du tableau (i). Prenons P comme variable à la place de a/; 
nous aurons, en désignant par un rfles dérivées prises dans le 
nouveau système de variables, 



dd 


de âP 




dai 


dV ôai' 




d(d 


de dF 


^e 


'ôbi 


dV ôbi ' 


dbi' 



Substituons ces valeurs dans (3), en observant que les équa- 
tions sont satisfaites pour 8 = P, nous aurons 



(0 



de , 
db,^^^- 


de , 


de , 
db,^"-^ 


de, 
••■" di/" "' 



les autres équations du groupe (2) ont conservé leur forme, à 
cela près que dy est remplacé par d. Mais le système (4) con- 
tient n — I dérivées de 8 ; et, comme il se compose de n — i 
équations, il faut que Ton ait 

de _ de _ ' ^^ _ . 

dUi uci dii 

donc 6 ne contient ni i/, ni c/, . . . , ni //. Pour trouver 0, on 
peut supposer &/ = <?/ = ...==: // = o dans les autres équa- 
tions (2) transformées ; le groupe 

de de , de , 

d^j'^'-^^j^'-^- •^dî^^-''^- 



de de de _ 

dâj """^ ûbj ''"'^' •''' dïj ^"-'' 



de 

contient alors l'équation -z — = o et prend la même forme 



duj 
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que (4), d'où Ton conclut que ne contient ni ^y ni bj ni cj,...; 
en d'autres ternies, quand on prend pour variable P et tous 
les éléments du tableau (i) à Texception de «/, B ne contient 
que P et est une fonction arbitraire de P. La seconde partie 
de notre théorème est donc démontrée. 

3° Supposons le théorème démontré pour le cas où le 
tableau (i) possède /i + £< lignes, et supposons qu'il en pos- 
sède actuellement n .4- £| + i . Je dis d'abord que, si l'on prend 
/i -h I lignes dans le tableau (i) et qu'avec ces n + 1 lignes 
on forme les déterminants P2, P3, . . . , P/^+i qui ne renferment 
pas la deuxième, la troisième, . . . , la n*'™® ligne, on pourra 
calculer les a en fonction de P2, P3, . . . , T^n-\-\\ il suffît pour 
cela de prouver que, si l'on pose, en appelant /<, /o? • • — ^n 
la (n -h iy'™Migne du tableau (i), 



R = 



les équations 



(5) 



dR 

dbo 



= V 



2j 



«a «1 

ho bi 

• • • • • • 

Iq II 



-^5 =-_ p 

Oco 






• • ■ • 



/ 



n 



3j 



ÔK 

Oh 



^^n 



-4-1 



seront compatibles, ou, si l'on veul, comme elles sont du pre- 
mier degré en «^,«0. . . ., elles n'auront pas leur détermi- 
nant nul. Il suffit pour cela de considérer un cas particulier, 
celui où l'on aurait 

61= r, 62=0, 63=0, ..., b,i=()j 

Cl = <), C2 = I, C3=<), ..., C„ = (), 



• ? 



tj — O, I2 • — O, I3 ■ — O, . . . , Ifi — 1 J 

les équations (5) prennent alors la forme 

(Il = I 2) ^2 ^^ ' 3> . • • • 

Ainsi, s'il n'existe aucune relation entre les éléments du 
tableau (i), on pourra prendre pour variables à la place de 
ai, «2 5 ...,«/! ces déterminants P2, P3, •••^Pw+i. 
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Désignons par un d les dérivées quand les P2, . . . , P„^i , les 
6, les <?,... sont variables indépendantes; on aura 

dQ de dP.2 de dPs 

ôcii dP^ àai dPz àai " ' * ' 

de _ de ùat de dP^ de 

ôU^~"dPlâPl'^dPl ~d^i'^"''^ dbi' 

••> 

en observant alors que les équations (2) ont pour solutions 
les P, ces équations deviennent 

de de ^^ j _ 

dbiJ'^ d^i'^j'"'' "^ dli ^J-""- 

Ces équations, par hypothèse, ne renferment que les va- 
riables d'un tableau à /i -+- £< lignes; elles n'ont donc d'autres 
solutions que les déterminants que l'on peut former avec les 
éléments de ce tableau ou leurs fonctions arbitraires, pouvant 
par suite renfermer P2, P3, . . . , P/i+n ce qui revient à dire 
que est une fonction de tous les déterminants que l'on 
peut former avec les éléments du tableau de n 4- s, -i- i lignes. 
Notre théorème est donc démontré. 



XX. — Recherche des covariants et des contrevariants 

des formes linéaires. 



Soient 



^u 


^2j 


• • • j 


^/O 


yu 


72, 


. . . , 


yn. 


• • j 


• • , 


. . . , 


• • • 



des variables cogrédientes, et 



Cl\y ^2, • • • j Ûf/t, 
^1, ^2, • • • 1 Cfiy 



des variables contragrédientes, un certain nombre de ces 
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riables contragrédientes, toutes même (voir p. 253), pou- 
ml être les coenGcients de formes linéaires, telles que 



>it 0(«« , «25 • • • > f^it ^2> ' ' ' 1 ^\'i ^'it • • •) un contreva- 
inl de ces formes; si Ton effectue la substitution unimodu- 
re 

37 j — X A "T~ A X ^ ^ X^ — X ^j . . • f X fi — X 



tu 



aura 



ri =7'i-^ Vî» 72=72> 



yn=yn 



• • • 



b\=^bi, b'^=^ bi-hlbi, b'3 = b3, ..., 

C'i = Cl, C2 = C2-f-XCi, f3 = C3, ..., 



lettres accentuées désignant ce que deviennent les lettres 
ion accentuées après la transformation. 
On aura ensuite 

6(«i, ^ii ..., ^1, ^2, ,,.)= e(a\, ûTj, ..., x\, x\, ..) 
fu bien 
►(«1, «2, ..., a?i, 3^2, ...)== 6(ai, a2-r-Aai, ..., ^r^ — )v^2) ^2j •••)• 

jalons les coefficients de \ dans les deux membres, après 
ivoir développé le second membre par la formule de Taylor; 
[nous aurons 



O = «1 






X2 



dxi 



ou, plus généralement^ 



(0 



ai 



de 

das 



hi 



de 

dbi 



— x^ 



de 



fj 



de 



àXi -" ^ dyi 

Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire tous les 
invariants, di variants, covariants et contrevariants des formes 
linéaires. 

L. — Traité d'Analyse, 1. 18 
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Introduisons, s'il le faut, assez de variables contragrédientc 
pour que le nombre des fondions linéaires 



soit supérieur ou au moins égal à /i; on pourra, aux variables 
o^i, x-yi . . ., ^/i substituer n des nouvelles variables Aj., Bj., 
Cj:, . . . , aux variables y^ , y^t • • • ,^« substituer les variables 
Kyy Bj, Cj, . . . , en désignant ainsi ce que deviennent Aj., 
Bx, . . . quand on y remplace x par j', .... Désignons par 
un d les dérivées prises par rapport au nouveau système de 
variables; nous aurons 



de 


de de d\jc 

— -4- 

dui dAjc dai 


de dBa^ 
dBx dai 


de 


de dX:r 


de dBjc 



dxj dkx àxj dBx ^^j 

Substituons ces valeurs dans (i) et observons que cette équa- 
tion est satisfaite en posant B = A^., Bj-, . . . , Aj, B, , ... ; il 
viendra 

de , de - de 

""^dâj-^^^dbj '•'-^^^dlj'^''' 

Les équations contenues dans ce type n'admettent pas d'autres 
solutions, comme on l'a vu au paragraphe précédent, que des 
fonctions arbitraires des déterminants que l'on peut former 
avec les variables contragrédientes; dans l'expression de ces 
fonctions pourront entrer Aj, B.r, . . . , qui ne dépendent pas 
des ay, 6y, ... au point de vue où nous sommes placés; donc : 

Tout contrevariant de formes linéaires ^ dans lequel il 
entre suf/lsaniment de variables contragrédientes, est une 
fonction : i"^ de ces formes, 2" des déterminants que Von 
peut former avec les variables contragrédientes, y com- 
pris les coefficients des formes. 

On dit quelquefois aussi que le contrevariant peut contenir 
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les covariants identiques qui sont les déterminants formés 
avec les variables cogrédientes, mais ces covariants sont fonc- 
tions des formes et des déterminants des variables contra- 
grédientes. 

Les invariants et les covariants étant des cas particuliers 
des contrevariants, on voit que moins de n formes à n va- 
riables et du premier degré n'ont pas d'invariant. Plus de n 
formes linéaires à n variables ont pour invariants les déter- 
minants que l'on peut former avec leurs coefficients, et en 
général leurs fonctions. Les covariants en contiennent outre 
les formes elles-mêmes. 



XXI. — Recherche des covariants et des contrevariants 

des formes quelconques. 

Théorème L — Tout contrevariant (Tune ou de plusieurs 
formes peut être considéré comme un contrevariant de 
plusieurs formes dans lequel les coefficients des nouvelles 
formes n'entrent qu au premier degré, contrevariant dans 
lequel on suppose certaines formes égales après coup. 

Soit, en effet, <p( a, a', a", . . .) un contrevariant d'une forme 
ayant pour coefficients a, a' , d' , ... ; soient 6, 6', b" ^ ... les 
coefficients d'une autre forme de même degré m, La quantité 

1 à^ ,, d^ ,„ dtp 

sera un contrevariant des deux formes, car 

cp(a-4-Xè, a'-{-lb', ...) 

est un contrevariant des deux formes, quel que soit X; le 
coefficient de \ qui n'est autre chose que l'expression (i), 
est donc aussi un contrevariant des deux formes; or le nou- 
veau contrevariant (i) ne contient plus les a qu'à un degré 
inférieur à m d'une unité, appelons-le (fm-t* Soient encore c, 
d ^ c", ... les coefficients d'une nouvelle forme d'ordre m. 
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La quantité 








da 


da' da" 



sera un contrevariant ne contenant plus a, a', a"^ . . . qu'au 
degré m — 2, appelons-le 'f/w_2» et ainsi de suite; cpi ne con- 
tiendra plus les a, les 6, les c, . . . qu'au premier degré et 
l'on aura, en faisant a= b =^ c = . . .^ en vertu du théorème 
des fonctions homogènes, 

et par suite 

cp, = m(ni — I ) . . . 2 . 1 cp ; 

'^i est donc égal, à un facteur numérique près, au contreva- 
riant donné, quand on y suppose a = b^= c =^. , ., et il con- 
tient les a, les 6, les c, ... au premier degré seulement. 

c. Q. F. D. 

TnÉoRi^ME II. — Quand un contrevariant de plusieurs 
formes ne contient les coefficients de ces formes qu^au 
premier degré, on peut le considérer comme un contreva- 
riant de plusieurs formes linéaires. 

Soit aijk... un coefficient de l'une des formes 
(le telle sorte que, si l'on fait 

_ i J k 
^ijh... — ^1 ^2 ^3 • • • • 

la forme se réduise à {asXs-\- a2X2-\- '»--{- a,iXn)^\ soil 
o^aijk,,.-, . . .) un contrevariant; soit F le déterminant d'une 
substitution qui changera aijk... en bijk,,.: on aura 

Si, en particulier, on considère la forme 
laquelle devient après la transformation 

( 617, -f- 6272 -i- . . . -4- b„yn Y", 
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il est clair que ron aura 

le contrevariant considéré peut donc être considéré comme 
• dérivant d'une forme linéaire, dans lequel on remplacerait les 
produits tels que a'^a^aj... par a/^y,*...- Réciproquement, 
SI l'on connaît un contrevariant 'f(^'^^/j • • •) de plusieurs 
formes linéaires, on peut en déduire un contrevariant d'une 
forme de degré égal au degré de ce contrevariant en rempla- 
çant a'^a^ . . . par aij/f...' En effet, la substitution qui change 
^ijh,.. en bijk... change a/ en bi, aj en iy, .... 
Cette même substitution, changeant 

(s(a\a{...) en T^'^(b\b{ . . . . 

changera 

^(aijji-...) en r^>o(6/yyt.. . . ). 

Des deux théorèmes précédents il résulte qu'il suffît de 
considérer les contrevariants des formes linéaires pour en 
déduire tous les contrevariants des autres formes. 



XXII. — Méthode de M. Gayley. 

Cesl M. Aronhold qui a ramené la recherche des contre- 
^^f'ants à ceux des formes linéaires, mais M. Cayley (Cam- 
^^^ge and Dublin mathematical Journal, t. I; Journal 
^ ^f^elle, t. 30) avait antérieurement fait connaître une 
^thode qui donnait tous les contrevariants; il est facile de 
^^ire cette méthode de ce qui précède. Soient 

b^x^ bix^^ . . . ~b,iX,,, 



* ormes linéaires, et 

^{a\a{ . . . b\b^^ . . .) 
^^ntrevariant de ces formes; si l'on y suppose 

a\a\.. . = aij^,,, b[b'^. . r^. 6/,/..., 
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on obtiendra un contrevariant de formes de degré plus élevé 
et Ton pourra même après coup supposer a = 6 = . . . . 

Avant de faire cette hypothèse a = 6 = . . . , désignons par/ 
la forme qui a pour coefficients a/y..., par g celle qui a pour 
coefficients 6^/...» etc.; on a évidemment, à un facteur numé- 
rique près, 



u- 



dx\ dx{ . . . 
en sorte que le contrevariant (i) pourra s'écrire 

d^f dJf à^ff df ^ 



? 



^x\ (^JTj 



Ox 



k 



dx\ 



à la condition de remplacer les produits, tels que ~~ — . . . . 

dx\ dx^^ 

par : r-^ • 

\JX I UX a • • • 

Ainsi, pour former les contrevariants, on peut dans les 
contres? ariants des formes linéaires remplacer les coefji- 



àf àf 



à la 



cients de ces formes par les symboles . , , 

condition de remplacer les puissances de ces symboles et 
leurs produits par des dérivées d^ ordre supérieur. 

Or les contrevariants des formes linéaires sont des fonctions 
des forines et des déterminants de ces formes; en considérant 
les variables contragrédientes comme des coefficients de 
formes linéaires, les contrevariants des formes /, ^, ... 
pourront donc être représentés comme des fonctions de 
déterminants, tels que 

àf àf I 



EL 
dxi 



dX2 

àg 



dXi ùx^ 



àXn 
àg_ 

àXn 

• • • 



OLi il, ii, ..., Ç/i sont des variables contragrédientes. Les 
fonctions ainsi obtenues ne contiendront les coefficients de /, 
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«^, . . . qu'au premier degré ; mais, en prenant /= g = . . , ^ 
on aura des contre variants plus généraux après coup. 

Si Ton s'attache plus spécialement à la formation des inva- 
riants, on devra former exclusivement des fonctions des dé- 
terminants, tels que 



à/ 


à/ 


<\f 


dxi 


dxf 


Ox„ 


àg- 


àg- 


àg 


dxi 


dxi 


àXn 



et les prendre à un degré, par rapport aux dérivées, égal au 
degré des formes, afin que les variables disparaissent. 



XXIII. — Application des théories précédentes anx formes binaires. 

Invariants. 



Toutpolynômeentierenx,/(jc),peutétre considéré comme 
un polynôme entier à deux variables en x et j^, homogène, 
dans lequel j>'= i. En effet, soit n le degré de/; il est clair 

que j'^'/f -) est le polynôme homogène en question. La 

lliéorie des formes binaires n'est donc au fond qu'un complé- 
ment de la théorie des polynômes entiers à une variable. 

Théorème. — Tout invariant cTiine forme binaire est 
une fonction symétrique des racines de U équation obtenue 
en égalant cette forme à zéro; cette fonction ne doit con- 
tenir que les différences des racines en question; enfin 
dans chaque terme les racines doivent toutes entrer un 
même nombre de fois. 

D'abord il est clair qu'un invariant, devant être une fonc- 
tion entière des coefficients de la forme, sera fonction symé- 
trique des racines; de plus, si Ton augmente chaque racine 
deX, ce qui revient à faire une substitution linéaire de mo- 
dule I, un invariant ne doit pas changer. Or les différences 
des racines ne changent pas : et d'ailleurs, pour que ces diffé- 
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rences ne changent pas, il faut et il suffit que les racines aug- 
mentent d'une même quantité. L'invariant restant constant 
en même temps que les différences des racines est donc une 
fonction de ces différences. 

Faisons maintenant la substitution 

ce qui revient à faire dans /(a:) = o 



T — 



l'invariant est multiplié par (Xjjl' — [jlV)***. Une racine x^ de- 
vient >, ) , > la différence Xk — x^ devient 



/ \ i 



pour qu'une somme de produits des différences des racines 
ne soit multipliée que par un facteur, il est nécessaire qu'une 
racine entre un même nombre de fois dans chaque terme. 

Il résulte de là que l'invariant le plus simple d'une forme 
binaire est son discriminant^ c'est-à-dire le produit des 
carrés des différences de toutes ses racines. 

Si l'on considère la forme /(^jJk)? le discriminant de cette 
forme est le premier membre de la résultante des deux équa- 
tions 



OU 



c'est-à-dire 



àf àf df 

■/- =0, -f- x-h -,-y = o, 

dx dx dy^ 

àf j- 



En égalant le discriminant à zéro, on exprime quey= o a 
une racine double ou que/(a:,jK) a deux facteurs linéaires 
égaux. Or, en égalant à zéro le produit des carrés des diffé- 
rences des racines ou le dernier terme de l'équation aux carrés 
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des différences, on obtient la même condition ; le discriminant 
est donc le dernier terme de Téquation aux carrés des did'é- 
rences ; c'est évidemment le plus simple invariant. 

Théorème II. — Tout covariant d^itne forme binaire 
est une somme de produits de différences des racines et de x 

ou -\ dans lesquels toutes les racines entrent un même 

nombre de fois (démonstration analogue). 

Voici maintenant un moyen de former des invariants, qui 
s'appliquerait aux fonctions de plus de deux variables, mais 
qui conduirait pour ces fonctions à des calculs très compliqués. 

Soit n le degré d'une forme binaire f{x^ y) et soit [jl le 
degré d'un invariant que l'on se propose de calculer. Un 
invariant, étant une somme de produits des différences des 
racines, homogène par rapport à ces racines, aura tous ses 
lermes de même poids. 

Faisons la substitution x ^ y'^ y ^^ x' \ cette substitution, 
de module — i , a pour effet de changer le coefficient ai de la 
forme en an-i\ en appelant alors a, ^, . . . les indices d'un 
lerme de l'invariant, on doit avoir 

a -h p -T- . . . = w — 7.-11 — fi - f- . . . 

OU, en appelant/? le poids de l'invariant, à savoir a -j- ^ -j- • . . , 

p = \xn — p ou p—\\kn. 

Reproduit [x/idoit donc être pair; donc : 

Une forme de degré impair n^apas d^ invariant de degré 
impair. 

Le poids de l'invariant étant connu, sa partie littérale est 
déterminée; il ne reste plus qu'à calculer ses coefficients, ce 
qui se fera au moyen d'équations que nous allons faire con- 
naître. 

Soit V l'invariant cherché, il ne doit pas changer quand on 
remplace x par x -\-yZx ; donc, en appelant ùa^j ùa^ , 8a2> • • • 
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les variations que subissent alors les coefficients «o? ^i> • • -, 
de la forme, on doit avoir oV = o ou 

^ Oao Oax ôat 

d'un autre côté, la forme elle-même est devenue 

ou 

a(iX^-\ — ^«-^(aoj'oj?-!- ai) 

n{n — I ) j ^ 

donc 

oao^^o, oai=aoj'ôJ^, ôaj= 2ai j'oa:, ••., 

et par suite on a, en remplaçant dans (i) 8«oî Sa,,. . . par 
ces valeurs, 

( 2 ) - — an -^ y. - — «1 -T- i -r — aj -t- . . . = o. 

da\ ôai oUi 

On trouve de même 

(3) an- 2- a„-\-^. . .= o. 

Pour montrer l'usage que Pon peut faire de ces formules, 
cherchons l'invariant biquadratique d'une forme cubique. 

Ici Al =r 3, [jL = 4, /? = 6; Tinvariant cherché V est de la 
forme 

A — \alal~. Ba^ao-^ Ca^a] -- Dala]-h Ettoaia^as. 

L'application de la formule (2) donne 

3C-H2E = o, 2D + 6B-^3Er^o, E — 6A = o, 4D + 3G = o; 

d'où l'on tire, en posant E= — 6, 

A = i, B==:4, G-i, D=.-3; 
l'invariant cherché est donc 

c'est, comme on peut s'en assurer^ le discriminant de la forme. 
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Cette méthode est applicable aux covariants et aux inva- 
riants de toutes les formes et même de plusieurs formes 
simultanées, mais elle se complique. On a songé à remployer 
pour la détermination de la résultante de plusieurs équations ; 
on peut en voir des exemples dans la Théorie générale de 
V élimination ( ' ) du chevalier Fa à de Bruno. 



EXERCICES ET NOTES. 



i. Les invariants des formes binaires jouent un rôle important dans 
la théorie des équations; les invariants d'une forme /(j::,j^) sont, 
comme on l'a vu, les fonctions des différences des racines de l'équa- 
tion y*(ar)=o. Parmi ces fonctions, il faut distinguer le dernier 
terme de Téquation aux carrés des différences, qui peut se mettre 
sous la forme 

où ai, «2» • • • sont les racines àe f{x) = o, et encore sous la forme 



Si 



Si 



S/i-l s,i 



■f.t^i 

S;i 

• • • • 

Sîn-î 



s^, Si, . . . désignant les sommes X,**> ^u^^ ^^a^ 
s'obtient en faisant le carré du déterminant 



. Ce résultat 



1 

• • • 

.«-1 



I 

.n-\ 



.1 



'ti 



qui est le produit des différences des racines aj, a2, . . . , x^t. Ce produit 
des carrés des différences des racines est le discriminant àe /{x^y)] 
en régalant à zéro, on a la condition pour que/(a7) = o ait une racine 
double. 



(') Grand in-8; iSSg. Paris, Gauthier-Villars. 
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2. Une forme binaire de degré n a autant de covariants du degré 
/?, par rapport à ses coefficients, qu'une forme binaire du degré/? a 
(le covariants du degré n par rapport à ses coefficients (loi de réci- 
procité de M. Hermite). 

im 7,m(im — i) 

I 1 .'2 

I im{7.ni — \). . .(m - - \) 

•1 I . 2 . J . . . //t 

est un invariant de 

«y^2/w _i_ ^ ^^^2//l-lj.„. . . :_^2,«72/«. 

4. aobn -- boa,i («i^/t-i — 6i«/i-i) 

• n{n — i) , , , X 

-t- ( ^2 ^/l— 2 — ^2 ^/l— 2 ) • • • 

est un invariant des formes 

UqX"^ h aiic'^-^jK -^. . ., OqX'^ - — Oi^?'*-'^ "... 

quand n est impair. 

5. (aiflo — aj)a72 -(ao^s - - «2^1)'^/ i-(«i«3 — ^l)y'- 
est un covariant de 

N.-B. — Voir le Traité d'Algèbre supérieure de M. Salmox ( * ), et 
les Leçons sur la Géométrie par M. Clebsch, recueillies et com- 
plétées par LixDEMANX et traduites par Adolphe Benoist (-). 

6. Soient/1,/2,. . .ifn-i-i des fonctions homogènes et de même degré 
des variables Xij X2, ...jX^ et cp,, cp2, ..., cp/n-i les déterminants 
fonctionnels que l'on peut former avec n de ces fonctions. 

Démontrer que/t,y2, ...,/,i-hi sont proportionnels aux détermi- 
nants fonctionnels que l'on peut former avec n des fonctions 
cpi, çp2, . . ., cp/t+, et prouver que l'on a 

p = n+ 1 

à^p âfp d^p âfp 



^d \àx^ dx^f dxy àx^ 



= o. 



(') In-8; i885, Paris, Gauthier-Villars. 

('') Trois volumes grand in-8; 1 879-1 880-1 883. Paris, Gauthier-Villars. 
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On s'appuie sur les relations 

(Clebsch, Journal de CrcUe, \. 70). 



CHAPITRE XL 



SUR L'ÉLIMINATION. 



I. — Définitions. 

Eliminer x, j', z, , . . entre un certain nombre d'équations, 
c'est, dans l'acception la plus large du mot, trouver une ou 
plusieurs équations qui soient des conséquences nécessaires 
des équations proposées etqui ne contiennent plus x^y^ :•,... 

Cette définition peut être transformée : considérons les 
équations 

(l) 91^-0, Cp2 -^- O, ..., Cp,i^i — O, 

dans lesquelles '^^i, 'f^^ • - • 7 Ç//+i désignent des fonctions de 
cTi, x^j . . . , x,i* Supposons que l'on ait pu former une con- 
séquence nécessaire R = o de ces équations, ne contenant 
plus X\^ ^2, . . . , Xfi' R = o étant conséquence nécessaire 
des équations (i) ne pourra avoir lieu que si c^s équations sont 
satisfaites en même temps, c'est-à-dire que si elles ont au 
moins une solution commune, et elle aura lieu dès que 
ces équations auront une solution commune. 

Ainsi éliminer Xx^ Xo, ... entre des équations données, 
c'est trouver la condition nécessaire et suffisante pour que 
ces équations aient au moins une solution commune. 

La condition nécessaire et suffisante, R =: o, pour que les 
équations (1) aient une solution commune, est ce que l'on 
appelle la résultante des équations (i). 

On ne possède aucune règle générale pour trouver la résul- 
tante de deux ou plusieurs équations transcendantes. Il est 
souvent fort difficile de déterminer la résultante de plusieurs 
équations algébriques qui n'aflectent pas la forme entière. 
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Lorsque l'on veut éliminer Xi, j^o? • • • > ^/i entre des équa- 
tions telles que(i), où ^i, cpa, . . ., <p„^i désignent des poly- 
nômes entiers, on se propose généralement de déterminer la 
résultante R = o, de telle sorte que R soit un polynôme entier 
par rapport aux coefficients de <pi, <po, ... et de degré mini- 
mum par rapport à ces coefficients. R est alors déterminé, 
comme nous le verrons, à un facteur numérique près. Nous 
déterminerons même ce facteur numérique, et alors le poly- 
nôme R sera ce que nous appellerons le résultant ou 
Véliminant des fonctions cp,, «p2, ..., '^n^\ par rapport à 



II. — Coefficients, arguments, poids, etc. 

Si nous considérons un polynôme quelconque entier 
en jTi, ^2, . . ., x,i, ses termes se composeront en général de 
deux groupes de facteurs; les uns contiendront les variables 
Xij X2, .. ., les autres en seront indépendants. Le groupe 
de facteurs indépendants de x^, x^-, . . . dans un terme sera 
le coefficient du terme, Tautre groupe en sera Vargwnent, 
Ainsi, dans le terme laxy, l'argument est xy ei ia est le 
coefficient. 

Etant donné un polynôme entier, nous le rendrons souvent 
homogène; pour cela, nous introduirons dans chaque terme 
un facteur fictif qui sera une puissance de t, que nous suppo- 
serons égal à I ; cette puissance de t sera choisie de telle sorte 
que le degré du terme qui lui est relatif devienne égal au 
degré du polynôme dont il fait partie. La variable t sera tou- 
jours supposée faire partie du coefficient et non de l'argument 
du terme auquel elle a été adjointe. 

Cela posé, nous appellerons poids d'un terme le degré de 
ce terme par rapport à la variable t\ par exemple, dans le 
polynôme 

UqX"* -h a^x»^-^ -f- . . . ■- a/j7'«-'-f . . ., 
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<|ui, rendu homogène, devient 

<///' est de poids i, «/ est de poids i. 

Le poids d'une fonction quelconque des coefficients d^ 
plusieurs polynômes sera le degré de cette fonction par rap — 
port à la variable fictive /. Ainsi, par exemple, si l'on consi — 
dère les polynômes de degrés m et n 

2 a,jk Jr'yJ z^ et ^ bijk x^yj z'', 
la fonction 

sera de poids 

m —{i-r-j -h k) -■- 9 n — 'i(p -h q -h r), 

et ainsi de suite. 

Théorème. — Les solutions (quand elles en ont) de^ 
(équations entières en x^^ x^t . . . , J^/i 

sont des fonctions de poids égal à i . 

En effet, supposons que Xs=^ a^^ ^2= ^2? • • • ^ ^/. == cifx 
soit une solution des équations (i); changeons la variable? 
liclive t qui donne le poids en kt] un coefficient P des équa- 
tions (1) de poids p deviendra VkPj mais, dans ces circon- 
stances, les équations seront satisfaites en posant 

les solutions sont donc dos fonctions homogènes de t du 
degré i : leur poids est donc i . 

Il résulte de là que, si une fonction des solutions peut 
s'exprimer rationnellement au moyen des coefficients des 
polynômes cp, son poids sera égal à son degré pris par rapport 
aux solutions qui entrent dans son expression. 

Cette remarque est de la plus haute importance dans ce 
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qui va suivre, et nous dispensera de faire un certain nombre 
de démonstrations directes qui présentent généralement des 

difficultés. 

III. — Fonctions symétriqnes des racines d'une équation. 



Oïidif pelle fonction symétrique de quantités at, aa, ..., a,;/ 
une fonction qui ne change pas de valeur quand on permute 
ces lettres d'une façon quelconque. 

Pour former les fonctions symétriques des racines d'une 
équation, on forme d'abord les sommes des puissances sem- 
blables des racines, et voici comment : 

Soit 
0) (p(a?)= ao^'"-f- aiX"^-^-h. . ,-t- a„i= o 

ttne équation du degré m, ai , a2, . . . , a^» ses racines; on aura 

«p(a7)= ao{x — 'Xi)(x — aj) ... (x — a,„), 

OU, en prenant les dérivées logarithmiques des deuxmembres, 

I 



<p(ar) X — ai x — oi.2 



X — a 



m 



Béveloppons , , 



^ T en série ordonnée suivant les puis- 

■m ce 

sances de -> et soit - H — ^ -|-. . . ce développement ; déve- 

X X X 

Joppons également le second membre de la même façon, en 
observant que 







1 






I 

X 


-h 


a/ 
^2 


_u 

1 


a/ 
x^ 


-h. 


• 




X — 


■a/ 


• • ? 


nous aurons 
























£0 

X 


-+- 


x^ 


^2 

x^ 


-f- 


• • 


» — - 


m 

X 


+ 


Sa 
x^ 


-+- 


2a2 
x^ 



et, eu égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes 
puissances de — » 

5o=m=^ao, 5i = ^a, $2 = ^(1^, 

L. — Traité d'Analyse^ I. 



»9 
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Donc : la somme des puissances i^^^^ des racines d^une 
équation <p(j;) = o est le coefficient de -j^^ dans le déve- 
loppement de ^ — ' ordonné suivant les puissances de -• 

On verrait de même que la somme, des puissances — f*«?'»« 
des racines est le coefficient de x^~* dans le développement 

de \ \ ordonné suivant les puissances croissantes de x 

(quand il n'y a pas de racine nulle). 

Plus généralement, soient /(:r) une fonction entière quel- 
conque et E(x) un polynôme entier en x convenablement 
choisi; on a 

I 
le coefficient de - dans le second membre développé suivant 

les puissances de - est \^ "^7"^ donc \ 

fi \ 
I** La somme j,-rrA: est le coefficient de — dans le dé- 

fix) , . . I 

veloppement de '' , ; ordonné suivant les puissances de -• 
'^^ «p(a?) ^ X 

1^ Si le polynôme /(^) est de degré m — 2 au plus, le 

coefficient de - dans —. — t sera nul^ donc,y(^) désignant un 

polynôme de degré m — 1 au plus et ^(x) un polynôme de 
degré m, a une quelconque des racines de ^{x) ^= o^ on a 

et y en particulier. 



an-2 

= o 



et 






ao désignant le coefficient de x"^ dans 'f{x). 
Ce dernier théorème est d'Euler. 
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3° Si l'on suppose f{x) = ^\x)¥{x), Y {x) désignant 

un polynôme quelconque^ on voit que ^^F (ol) sera le coef- 

fiaient de - dans le développement de ^— — -, — p^ suivant les 

puissances de - • 

Ce dernier théorème aura encore lieu quand cp(j?) = o aura 
des racines multiples, pourvu que, si a est une racine d'ordre 
de multiplicité i, on fasse figurer i fois le terme F (a) dans 

5]F(a); et cela, en vertu de la continuité des racines par 

rapport aux coefficients. 

Les sommes 5o, ^i, ... pourront se calculer ainsi, soit par 
une simple division, soit par la méthode des coefficients indé- 
terminés ; 5o, 5| , . . • sont respectivement de poids o, 1,2, ... 
et entiers par rapport aux coefficients a^, «27 • • • mais non 
par rapport à «o» 

En général, on a, en appelant toujours a,, ao, ... les ra- 
cines de çp (x) = o, 

^i O'i 0^2 • • • *»— 1 ^n 
= >^ «j ^^ 0^2 •• • ^/t-1 ^n ^. ^2 • • • ^n-l^n 

*2 • • • ^ii-\ *n 
«2 • • • */»-! <*» • 

Il résulte de là que, quand on aura formé les fonctions 
\^ a'j ou Sq, Si, S2y . . . , on pourra former les fonctions symé- 
triques de la forme ^ajag? q^si'^d on aura formé celles-ci, 

on saura former celles de la forme \^ a^ a^ aj . . . , et ainsi de 

suite ; on saura donc former les fonctions symétriques entières 
quelconques des racines d'une équation algébrique. D'après 
la manière dont nous avons procédé, on voit que : 

Toute fonction symétrique rationnelle des racines d'une 
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équation algébrique s^ exprime rationnellement au moyen 
des coefficients de P équation; 

et même : 

Toute fonction symétrique entière des racines d'une 
équation est une fonction entière des coefficients divisés 
par le coefficient de la plus haute puissance de x dans 
r équation. 

Si l'on divise o' (x) par ^ (x) en ordonnant le quotient 
suivant les puissances ascendantes de -> le coefficient du pre- 

mier terme est m, celui du second est -y celui du troisième 

ao 

est ( — ) — 2 — î etc., et Ton voit facilement que ces coeffi- 

cients ont des degrés croissants d'une unité par rapport à 
a^, «27 • • • '» donc, en général, 5/ est de degré t, entier par 
rapport aux coefficients «i, a^? • • •? niais son dénominateur 
est a^. D'après la manière dont on forme une fonction symé- 
trique, on voit que : 

Toute fonction symétrique entière des racines d'une 
équation de degré S par rapport à ces racines sera une 
fonction rationnelle des coefficients dont le numérateur 
sera de degré 3 au plus par rapport aux coefficients et de 
poids 8, et dont le dénominateur sera la puissance 8 du 
coefficient du terme de degré le plus élevé dans V équation. 

Le nombre 8 est un maximum, pour le degré du numérateur 
bien entendu; en effet, par exemple, le produit des racines 

decp = oest— ^; le numérateur est du premier degré, bien que 

le produit des racines soit de degré m, 

IV. — Résultante de deux équations. 

Nous allons montrer comment on peut trouver la résul- 
tante de deux équations algébriques de la forme 

(l) ^(a:) = o, ^{x) = o, 
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y et ij; désignant deux polynômes entiers en x que nous sup- 
poserons des degrés m et p. Nous supposerons aussi que cp 
et ^ contiennent un paramètre z^ de sorte que cp et i^ seront, 
Su on veut, des polynômes entiers en j: et 5 de degrés m 
et/?. Soient ai , a2, . . . , a;„ les racines de cp (x) = o ; la résul- 
tante pourra se mettre sous la forme 

Cette équation exprime, en effet, qu'une au moins des 
racines de ç = o appartient à t{^ = o. La résultante peut évi- 
demment aussi se présenter sous la forme 

P«, ^2» • • - désignant les racines de '^ = o, ou même sous la 
ïorme 

(«1— Pi)... («/«— ?l)(3Cl— ?2)... («m— ?2)... =0 

On 

n(a,~py) = o; 

^^ l'on voit que le premier membre de cette dernière équation 
^st, à un facteur indépendant de z près, égal aux premiers 
Membres de (2) et (3). D'ailleurs le premier membre de (2) 
^si symétrique en a, , . . . , T.jn-i et par suite rationnel par rap- 
P<^rt aux coefficients de ç et ^. 

Le degré de ^(«i) par rapport à z est /?, car tous les 
^^l'mes sont du même degré/? par rapport aux variables x elz; 
^i étant de degré i , d'après ce que l'on a vu § II, il en ré- 
sulte que le premier membre de (i) est au plus du degré mp 
par rapport à z. Ainsi : 

Théorème. — Le degré de la résultante de deux équa- 
tions de degrés m etp est égal, au plus, au produit mp des 
^^grés de ces équations. 

L'expérience montre que la résultante peut atteindre le 
^^gré m/?, et que, par conséquent; elle l'atteint effectivement 
dans le cas le plus général. 
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V. — Transformation de la résultante. 

Supposons ao = 1 et considérons le polynôme du seconc^^^^^"^ 
degré en Ço? iu • • •> ?m_i 



(0 Q = ^.T. 



cp'(a)^(a) 



(?o-+- 3t$i -4- aî$2 -h. . .+ a'«-i Ç,n-,)2, 



le signe ^ s'étendant à toutes les racines a de cp (x) = o. 

Le discriminant de ce polynôme Q relativement aux va- 
riables Ç est égal au discriminant relatif aux variables 



*1 Ç/n— 1) 



(^) 



"2 = $0-4- «jÇi -h. . .-4- af-* $,„_,, 



qui est TT 

la substitution (a) 



cp'(a)tKa) 



multiplié par le carré du déterminant de 



I a, 



I a 



/« "^//i 



a; 



a: 



a 



a 



m — l 



m— 1 
m 



mais ce déterminant est égal au produit des différences que 
Ton peut former avec a,, ao, . . ., a,;i. Pour évaluer ce pro- 
duit, on observera que 

et, en faisant :r = a, , 



a: — a 



(«1 — a2)(ai— 3t3)...(ai— a,;,) = cp'(ai); 

le déterminant en question a donc pour carré ncp'(a), et le 

discriminant de la fonction O est „ , , . ? c'est-à-dire l'inverse 

^ n 4^(a) 

du premier membre de la résultante des équations cp = o, 
<j^ == o. 
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I ^ _ ^ _ V - 



(3) 






i oQ _ _ ^ ol' u 

2 '^i =^'=^cp'(a)ij; 



)'Ka) 



et prenons pour nouvelles variables x^^ X\^ . . . , ^/, ... La 
résolution de ces équations par rapport aux u se fera comme 
]/ suit ; 

Appelons Xq» ^n • • •, ^m-i les coefficients de l'équation 

_ = o qui admet toutes les racines de cp(:r)= o excepté a/, 

multiplions les équations (3) respectivement par Xo, )v|, ... 
et ajoutons-les ; nous aurons 

Aoa^o-I- Aiar,H-...H- A,«_jar^_i= w,- . ; 

mais )vo + X, a/+. . . + XTO_<a^~* est ce que devient •_ 
pour x = (x,i, c'est-à-dire f'(a/); quant au premier membre 
de l'équation précédente, on peut l'écrire -^ — y en conve- 
nant de remplacer les exposants de x par des indices dans le 
développement de ce polynôme. On a alors 



(4) 



X — a. 



^M= Ui, 



et l'équation devient 
OU encore 

^Cp'(3t/) iF — «/ X' — OLi 

En convenant de faire x] = :r/, cette formule peut s'écrire 
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mais on a (p. 291), en supposant /? 5 ^9 
la formule (5) devient alors 



X — X 



La fonction Q peut donc s'obtenir en faisant x^= x''=Xi 
dans le développement de 

^(x)r^(x') — ^(x')o(x) 
x' — X 

Appelons I le discriminant de Q par rapport aux x, J son 
discriminant par rapport aux u^ 8 le déterminant de la sub- 
stitution (3); on aura 

J = ia« ou 1= i; 

mais J est égal à g ,^' ^^^ ; quant à ^, il est égal à 

n4;î(a)ç'(a); 
on a donc 

i = n4/(a). 

De là celle conclusion : 

La résultante des équations cp z= o, t{> = o est le discrimi- 
nant du polynôme du second degré obtenu en remplaçant 
cT' et x'^ par Xi dans le développement de V expression 

^{x)^{x'^ — ^{x)^{x') 



X — X 



L'analyse extrêmement remarquable qui précède est due à 
M. Hermite. Auparavant Bézout, Cauchy et M. Cayley avaient 
indiqué des moyens équivalents pour trouver la résultante, 
mais il paraissait difficile de montrer directement l'identité 
de leurs résultantes avec l'équation II A(a)= o. 
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Nous nous bornerons ici à exposer la méthode de M. Cayley, 
les autres étant exposées dans les Traités élémentaires d'Al- 
gèbre. 

YI. — Méthode de M. Gayley. — Recherche de la racine commune. 

Conservons les notations des paragraphes précédents. 

Théorème. — Si (p(j:)=o et ^(x)=o ont une racine 
commune ^, il existera des polynômes des degrés p — i 
et m, — I , à savoir \ et jjl, tels que Von ait identiquement 

(l) Xcp-4-[i4; = o; 

réciproquement, si V identité précédente a lieu, les poly- 
nômes \etY- étant de degrés p — i et m — i , cp = o e^ <{^ = o 
auront une racine commune. 

En effet, 

X — X 

est une identité si x' est une racine commune de ^ = o, 
ifz=i Oy et l'on peut écrire cette identité 

ce qui démontre la première partie du théorème. 

Réciproquement, si (i) est une identité, eny faisant j; = ^', 
il faudra, en supposant '^{x') = o, que ).cp r= o ; donc X'f = o 
admet les racines de ^ = o, et ). = o ne peut les admettre 
toutes, puisqu'il est de degré inférieur k ^= o] donc ^ = o 
admet au moins une racine de ^ = o] donc les équations 
^ = o, ^ = o ont une racine commune. 

Cela posé, puisque (2) doit être une identité, en égalant à 
zéro les coefficients des arguments x^, x^ x^, . . . , x^~*, on 
aura m équations (E) auxquelles satisfera la solution com- 
mune o/; le déterminant égalé à zéro de ces équations (E) du 
premier degré en x^^x^x^^ . . . sera la résultante cherchée. 
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On peut le voîr en s'appuyant sur le théorème de M. Her-^ 
mite, carie déterminant en question est é\îdemment le discri* 
minant de la fonction du second degré représentée symbolique- 
ment par le premier membre de (2), les équations (E) n'étant 
autre chose que les dérivées partielles de cette fonction. 

Mais on peut le voîr directement, en observant que si le 
déterminant de (E) est nul, les équations (E) ont une solution 
commune; elles ont alors lieu en même temps. Si on les mul- 
tiplie par j:®, jr, jr-, ... et si on les ajoute, on retombe sur 
Téquation (2) ou (3), qui n'a lieu que si les équations = 0, 
^ = o ont une solution commune. 

La solution commune et ses puissances seront les solutions 
des équations du premier degré (E) qui se réduisent à m — i 
distinctes. 



VII. — Résolution de deux équations à deux inconnues. 

Nous avons vu comment on formait la résultante des deux 
équations 

(i) o(x,z)^-o, ^{x,z) = o; 

celte résultante sera de la forme R(-s) = o, R désignant un 
polynôme de degré mp, possédant en général mp racines. Si 
R est de degré mp — a, nous dirons que la résultante a a 
racines infinies (*); chacune des racines de la résultante sub- 
stituée dans les équations (E) dont il a été question tout à 
l'heure fournira une solution des équations proposées (i); par 
conséquent, les équations (1) auront en général mp solutions; 
ces solutions pourront d'ailleurs être en totalité ou en partie 
infinies. 

Cependant, si les mineurs du déterminant R(^) étaient 
tous nuls, les équations (E) se réduiraient km — 2 distinctes, 
cirélimlnation de x^y x^^ . . . , x^~^ conduirait à une équation 

(*) Je rappelle que, quand dans une équation algébrique les a premiers 
coefficienls tendent vers o, a racines augmentent indéfiniment. 
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da second degré en^; il faudrait alors adjoindre deux valeurs 
[en X à la valeur con^espondante de z. Il est facile de voir que, 
ce cas, cette valeur de z est racine double de R = o ; 
m effet, en appelant e, e', ... les éléments de R, on a 






ôz 



dK 



faiais -r- est un mineur de z, nul par hypothèse ; on a donc 
-- = o et .s est bien racine double de R = o. 

9Z 

Si tous les mineurs du second ordre de R étaient nuls, les 
équations (E) se réduiraient à /n — 3 distinctes, l'élimination 
de or*, x^^ . . ., x"^^^ fournirait une équation en x du troi- 
sième degré; trois valeurs de x devraient être adjointes à la 
valeur correspondante de 2, qui serait alors racine triple de 

R= O. En effet, non seulement on aurait -^ = o, mais 



dz 



dz* 



- V / <^* R àe de* ^ ^ ^\ 

.^^ \dede' dz dz de dz^ / 



-.» <^*R . àR ^ . . 11 

et, comme 373^, et •3::- sont des mmeurs des deux premiers 



de de' 



de 



d^R 



ordres de R, on aurait -—-r = o, etc. 

' dz^ ' 

On peut donc dire qu'en comptant pour deux les solutions 
doubles, pour trois les solutions triples, etc. : 

Deux équations des degrés metp ont mp solutions finies 
ouinfinies, lorsque leur résultante n^ est pas identiquement 
nulle. 

Quand la résultante est identiquement nulle, les équations 
ont, quel que soit ^, une solution commune ; leurs premiers 
membres ont un diviseur commun rationnel : ce cas ne se pré- 
sentera donc jamais quand les équations n'auront pas de 
diviseur commun rationnel. 

On appelle fonctions symétriques des solutions de plu- 
sieurs équations une fonction de ces solutions, qui ne change 
pas de valeur quand on permute les éléments correspondants 
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de deux, solutions. Ainsi, si a, P; a', P'; ... sont les solutions 
des deux équations (i), 

seront des fonctions symétriques des solutions en question. 
Puisque p, P', ... s'expriment rationnellement au moyen 
de a, a', ... : Toute fonction symétrique des solutions sera 
une fonction symétrique des a, et par suite une fonction 
symétrique des racines de la résultante de (i) ei {2); elle 
s'exprimera donc rationnellement au moyen des coeffi- 
cients de la résultante, c'est-à-dire au moyen des coeffi- 
cients de (i) e^ (i). 

VIII. — Théorème de Bézout. 

Dans son Ouvrage sur la théorie des équations, devenu 
aujourd'hui fort rare, Bézout a fait connaître le théorème 
suivant : 

I** La résultante provenant de V élimination de n — i 
inconnues entre n équations algébriques de degrés a?Ij, 
/no, ... , nin à n inconnues peut être mise sous la forme d'une 
équation entière par rapport à V inconnue non éliminée^ 
et cette résultante est au plus du degré m\ m2 ... nin; 
elle est précisément de ce degré^ s'il n'existe aucune rela- 
tion entre les coefficients des équations proposées, 

2** Un système de n équations à n inconnues des degrés 
mi, m2y . . ., mn a précisément m^ m^ . . . /n« solutions, 
s'il n'existe aucune relation entre les coefficients de ces 
équations. 

Ce théorème a dû être soupçonné, bien avant d'être dé- 
montré; il est de ceux dont la démonstration peut sans incon- 
vénient se faire synthétiquement. 

Il a été démontré pour le cas où /i = 2 ; nous allons admettre 
qu'il a lieu pour 2, 3, . . . , /i équations, et nous vérifierons 
qu'il a lieu pour n -\- i équations. 
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Lemme I. — Si 

^ill O^IÎ» • • • » *I/I> 
O^ïl» ^lii •••» ^ini 

wf les solutions des n équations 

?l(a^l, ^ï, .-., a7„) =0, Cpi=0, ..., «p«=0, 

résultante des équations (i) et 
urra se présenter sous la forme 

w, si Von veuty 

(3) nF(a/,, a/j, . . . , a/„) = o. 

En effet, l'équation (3) exprime que l'une des solutions au 
moins du système (i) annule la fonction F, en d'autres termes 
que les équations (i) et (a) ont une solution commune. 

Lemme II. — Les fonctions symétriques et rationnelles 
des solutions de {i) s^ expriment rationnellement au moyen 
des coefficients de ces équations. 

Appelons R le premier membre de la résultante des équa- 
tions (i) provenant de l'élimination de x^^ X2^ ..., ^«_i, 
faisons ensuite varier deux coefficients a et 6 de cpi, par 
exemple, ceux de ^'^ ^^ . . . , et de ;rf :r^ . . . , et exprimons 
qne la résultante ne change pas, non plus que j:| , ^r^, . - , x^. 

L'équation cpi = o deviendra 

(4) cpi-H a7ia7j. . . oa H- j^fa;^. . . o6 = o ; 

niais la résultante R = o devient alors, aux termes du second 
ordre près, 

^-^1 R H oa H — — ùb = o. 

da oo 

î>i la résultante doit rester inaltérée, on aura 

-T- 6a -{- -rr 66 = o ; 
oa oo 
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mais, si l'on observe que dans (4) f i est nul, il viendra 

De ces deux équations on tire 

âR ^ i j _àR ^ ^ ^ 
(b; -j^.XiX^ ^^,x^x^ 



Ces équations et leurs analogues feront connaître tous les 
arguments x\ x^^ . . . , rationnellement, en fonction des coef- 
ficients de R, c'est-à-dire de cpi, cpo, ... ou de x,i' (On voit 
que, par exemple, pour calculer x^^ on pourra supposer que 
a et b sont dans o^ les coefficients de ^J ^^ ... et de x^; on 

aura alors 

dR ôR 



Xx t= 



ôb ' àa 



11 résulte de là que toute fonction symétrique rationnelle des 
solutions de (i), peut être considérée comme une fonction 
symétrique rationnelle des racines de R = o et pourra s'expri- 
mer rationnellement avec les coefficients de (i). c. q. f. d. 

Cette conclusion suppose bien entendu que nos équations 
(i) sont tout à fait générales, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de 

relations entre leurs coefficients. Nos raisonnements tombe- 

-i , n^ , • oR àR f. • . 1 • àR 

raient en deiaut si -r- et -rv étaient nuls: mais -^ = o serait 

oa do oa 

une relation entre les coefficients de (i), cas que nous excluons 
parce que nous n'avons pas besoin de le considérer. 

Quoi qu'il en soit, si — et -r^ étaient nuls, l'équation (5) 

pourrait être remplacée par 

1 \()a^ daôb db^ 

et l'équation 

"^"^^ { P ^ ^•>_ ^^^^ /•+/> y + 7 '^^R, I j ,, 

remplacerait, pour le calcul des arguments, l'équation illusoire 



dR , j _ dR 
da -"^^^^ db 
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mais cette remarque est inutile pour Tobjet que nous avons 
en vue. 

Lemme III. — Si les équations (i) contiennent des para- 
mètres z y z\ ^', . . . et conservent leurs degrés mi, //?2, . . . 
en tenant compte dans dévaluation de ces degrés des 
\paramètresz^ z\ ^^ . . . , toute/onction symétrique entière 
de leurs solutions sera entière par rapport à z, z\ 3", .... 

En effet, R contient Xn et z^ z\ ... sous forme entière au 
1 degré Um. Le coefficient de x^l"*^ ne contient pas z, z\ ... ; 
donc les fonctions symétriques entières des solutions de (i), 
qui sont des fonctions symétriques entières des racines de 
R = o, seront entières en z^ z\ ... ; elles pourront toutefois 
contenir en dénominateur les coefficients des termes des 
degrés les plus élevés, de cp,, Oj, .... 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour 
aborder la démonstration du théorème de Bézout. 

Supposons qu'il s'agisse d'éliminer x^^ x^^ . . ., Xn entre 
les équations (i) et (2); nous supposerons que Jes équatidns 
(i) et (2) contiennent un paramètre z sous forme entière et 
conservent leurs degrés en tenant compte de ce paramètre z^ 
dans l'évaluation de leurs degrés. En vertu du lemme I, la 
résultante cherchée pourra être présentée sous la forme 

IIF(a/i, a/2, . . . , a/«) ~- o. 

Mais le premier membre de cette équation est une fonction 
symétrique entière des solutions des équations (i) : il sera 
donc entier et rationnel en ^; or le poids de F est/?, p dési- 
gnant le degré de l'équation (2) en j^i, x^^ . . ., Xn-^ z. Le 
poids de IIF, ou son degré en 5, sera donc pUm^ ce qui 
démontre le théorème de Bézout, ou du moins ce qui prouve 
que le degré de la résultante ne dépassera pas/?nm, car cer- 
taines réductions pourraient s'opérer dans les calculs et faire 
évanouir le coefficient de la plus haute puissance de z. 

On peut montrer sur un cas particulier que la résultante 
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est de degré pli m et, par conséquent, qu'elle ne peut pî 
être de degré inférieur dans le cas général. Considérons ei 
effet les équations 

{buXi-\-biiX2~^., ^bxn-^iZ) . . .{bm^iXi -{-,,. -\-bmtn-hlZ) = O, 

î 

(ll\Xi-i- lifXi-^. . .-f- l^n-i-lZ) . ,.(lpiXi-{-. ,,-{- Ipn^iZ) = O. 

Des premières on déduira Hm systèmes de valeurs pour a?!, 
X2, . . . , ^/ï proportionnelles à 2 et que Ton pourra considérer 
comme tout à fait quelconques ; la résultante effectuée, comme 
il a été expliqué, aura pour premier membre le produit de 
2/>IIm paj. une quantité constante différente de zéro si l'on 
choisit convenablement les //y. 



IX. — Sur l'équivalence des pol3rnômes. 

Soient cp|,cp2, . . . , cp,, des polynômes entiers en^i,^2î • • • >^/f 
des degrés respectifs m,, m^j . . ., /w«. Nous dirons que deux 
polynômes F et/ sont équivalents par rapport aux dwiseurs 
C5i, cp2, . . .; co,/, quand il existera des polynômes entiers Ai, 
A2, . . . , )vo ^" -^M ^2) • • • î ^/n tels que l'on ait identiquement 

(l) F =XiCpi-f-X2?2-+-...-+-X«Cp,j-+-/. 

Un polynôme / sera dit réduit par rapport aux diviseurs 
^n ?2î • • •? ?« 6t ^^^ rapport aux variables x^^ x-^-, . . ., Xn 
(prises dans cet ordre, si mj, //lo, . . . , nin ne sont pas égaux) 
quand il ne contiendra pas de termes divisibles par ^^t, 

•^2 '> . . . , ^,^ ". 

Réduire un polynôme, c'est trouver son équivalent réduit. 

Nous ne tarderons pas à voir qu'en général il n'existe 
qu'une manière de réduire un polynôme donné : cette pro- 
position, toutefois, est sujette à des exceptions. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que les polynômes 
cp contiennent des variables z, z\ ... qui entrent dans chaque 
terme à un degré égal au poids de ce terme. 
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Théorème. — Le nombre des termes d'un polynôme 
réduit par rapport aux fonctions çi, ?2î • • • estWm. 

En effet, 

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont égaux 
à I ; le nombre de ses termes s'obtiendra donc en faisant 
d?i ^ d?2 = . . . = a;„ = I , ce qui donnera II m. C'est le nombre 
des termes d'un polynôme réduit quelconque. 



X. — Démonstration d'an lemme. 
Soient 

«11» Q^lî» • • •> ^\ni 



• • 



les solutions des équations 

(2) «pi = o, cp2=o, ..., cp„=o; 

soit (p. 164) 

M^xux^, •••'^"^- c^(a7i,:r2, ...,a:„)' 

soit de plus 

I a,, a,2 ... aj"J.--» a/«a-i ... 
I aai «22 ... a/ï'-* «22""* ••• 



A = 



Dans ce déterminant la i^"^^ ligne a pour éléments les 
arguments d'un polynôme réduit en oLit, a/2, . . ., a/^; on 
aura 

(3) A2-=GnD(ai, a2, ..., a«), 

G désignant une quantité indépendante de z^ z' ^ .... 

En effet, A changeant de signe quand on échange deux de 

ses lignes, A^ sera une fonction symétrique des solutions de 

(2) : ce sera donc une fonction entière des z\ le second membre 

de (3) est aussi une fonction entière des z. Or ce second 

L. — Traité d'Analyse^ I. 20 
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membre s'annule dès que les équations (2) ont une solution ■ 
double, tout comme le premier membre A^, mais le second! 
membre ne s'annule que lorsque les équations (2) ont une^ 
solution multiple. Donc Téquation (3) a lieu pour une valeuo 
de G qui est un polynôme entier en z, z'y ... ; si les deu^» 
membres de (3) étaient de même degré en 5, ;;', . . . , G seraiP^ 
alors indépendant des z. 

Soit Svle nombre des termes de degré v dans un polynôma 
réduit; le degré de A par rapport aux a, et par suite par rap- 
port aux Zy sera SvSv*, or 8v est le coefficient de f* dans 

v8v est le coefficient de C*~^ dans la dérivée de cette exprès 
sion T, et enfin SvSy est la valeur que prend -7- pour t = 1 
cette valeur est 

m\(mx — i) t m^inii — i) 

rrii m^ . . . m„ H m j rriz . . . rrin -+-..., 

2 2 

c'est-à-dire 

le degré de A^ est donc 

\\m{^m — n). 

Or le degré de IID est le degré de D multiplié par Cm, 
c'est-à-dire précisément 

{lé m — /i)II/n. 

A^ et IID sont donc de même degré, et l'on a bien 

A2= GnD, 

G désignant une quantité indépendante des z, c'est-à-dire de 
poids zéro. c. q. f. d. 

XI. — Résolution de quelques problèmes sur les polynômes réduits. 

Problème I. — Calculer la valeur d' un polynôme réduit^ 
connaissant les valeurs quHl prend quand cp^, cp2, . . . , cp„ 
sont nuls à la fois. 
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Soit F/ la valeur que doit prendre ce polynôme réduit quand 
on suppose Xt = oLii, Xi = a/2, . , , ^ Xfi = oLin ; si Ton appelle 
Fo le polynôme lui-même, on aura 

Fo= ^0-^- ^1^1 — gi^t -^. . .-+- ^An.-,./n,_....^r*~*^5r'"* • • •» 

F2 = ^0-^- .•ria21-^ ^1^22-1-. .. , 



^0, gi, ... étant des coefficients indéterminés. On déduit 
de là, pour Fq, une expression qui a A pour dénominateur; 
par suite, Fq existera et sera bien déterminé quand A sera 
différent de zéro, c'est-à-dire quand G et II D seront différents 
de zéro. 

Si l'on appelle cpi, cp2, ..., o/ le groupe des fonctions cp 
d'un même degré M| ; cp/^,, 'f/^_2, ••• ? ?y 1^ groupe des 
fonctions cp d'un même degré M2, ..., et si l'on suppose 
Mi <C M2<! M3<C . . . , on pourra former plusieurs polynômes 
réduits nuls, en même temps que cp^, cp2, . - ., ^/i, si l'un des 
déterminants obtenus en prenant les coefficients des puis- 
sances M',*™®* de Xi , X2f . . . , X| dans cpi , cp2, . . . , cp/, ou des puis- 
sances Mîf™®® de Xi^i^ . , . ^ Xj dans (p/^^ ? • • • , 'fy • • . , est nul. 
Considérons en effet le premier groupe, et posons 

|cpi= 61-1- An a: Ml -f- Ai2a7Mi-h. . ., 
cp/ =z 0/ -h A/1 xMi-\- A/1 a? Ml -T- ... , 

8|, 62, ... étant des polynômes réduits; si le déterminant 
\]±:AhA22 ••• est nul, il y aura une relation linéaire 
entre 8| — 'f i , 62 — 'f 2? • • • telle que 

«l(Oi— 91) ^-«2(^2— ?2) ..• =0; 

et «1 61 + «2^2 +•••-!- «1 6/ sera un polynôme réduit équi- 
valent à zéro ; or zéro est déjà un polynôme équivalent à zéro, 
donc A doit s'annuler si le déterminant en question s'annule. 

Si le déterminant ^iit A^ A22 • • • n'est pas nul, posons 
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tf fXHi^ d» t^màîMon^ a les Talcvrs de x^-. x? par 

de tom lt§ arsvBKnU dnrîaUes par ce« quantités sons fo 

ntdufte. en 1«^ multipliant par jr*. x^ x«. puis par 

x«x« x^. etc.. «ab«titiioiis-4es dans les tbnnoles tib 

on loit qa^. si 

est nul. on obtiendra encore nn polvnôme réduit éqnivaleDt 
â zéro et non identiquement nul. sinon on aura les équiva- 
lents réduits de x^, et ainsi de suite 

Rfif ABQUC. — Si aucun des dtlertninants > = A| , . . . , 

^^ 1= B, I . . - . tiLest nuL on pourra^ des identiiés \a », 16», . . , 

déduire tous les arguments divisibles par x^ , xî* • - - . , 
xj* en fonction linéaire des autres à des multiples des 
diviseurs près, on pourra donc calculer un équivalent 
réduit à tout argument divisible par Vun des termes x*», 
xjf», c est-à-dire à tout polynôme entier. 

Il pourra toutefois arriver que l'on soit arrêté dans les 
calculs parce que d^ autres déterminants s'annulent, mais 
on ne sera jamais arrêté quand ^ ne sera pas nul. 

Théobeme I. — Si la quantité A est différente de zéro, 
il n'existera qu'un polynôme réduit prenant ÏLm valeurs 
données pour les Dm systèmes de valeurs de X|, X2, ... 
qui satisfont aux équations (2;. 

Théorème II. — L'équivalent réduit d'un polynôme 
donné F est bien déterminé quand le déterminant A est 
différent de zéro, ce que nous supposerons dorénavant. 

En effet, l'équivalent réduit du polynôme F est égal à F, et 
par suite donné, pour les systèmes de valeurs de X| , X2, . . . qui 
annulent cp,, '^2> • • • ^ ?« > d'ailleurs on pourra déterminer cet 
équivalent réduit par la méthode des coefficients indéterminés. 

Si l'équivalent réduit f d'un polynômeY est bien déter- 
miné en général j il n'en est pas de même des polynômes 
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'm,Xj, ... qui rendent identique la formule 

Pour s'ea convaincre, il suffit d'observer qu'il existe une 
^finité de polynômes (x,, [jl2, . . . satisfaisant à l'identité 

et qu'alors, )^i, )v2, ... satisfaisant à l'identité précédente, 
^« 4- [Al , Â2 4- [X2 , ... y satisferont aussi. 
Pour satisfaire à l'identité (c), il suffit de prendre 

et de choisir 

au = o, a/y = — aji, 

quels que soient les indices i et y. 

Problème IL — Trouver un polynôme réduit qui admette 
toutes les solutions des équations (2), excepté la solution 



Le polynôme 



/i = 



«11» Œ/î» . . • 

I Xi a?i 
I Œji ajs 



a/rt 



que l'on obtient en remplaçant cl\\^ cl\2, ... par x^, Xf, . . . 
dans A, admet les solutions de (2), excepté a^, ai27 • • •> ^^ 
polynôme/j, obtenu en remplaçant a2 1, a2 2, . • • par :r 1,^2» • •• 
dans A, admet les solutions de (2), excepté a2i, a22î • • •, et 
ainsi de suite. 

Voici une autre solution : 

Il existe une infinité de systèmes de polynômes P/y tels que 
l'on ait identiquement pour tous les indices i 

1 a/t) 



çpi(a7i, a?j, .. ., a?rt) — cp/(ai, aj, . 
= P/iC^i — «i) -+- P/2(^2— aa) 

Considérons le polynôme 

Pli P« 

V 



* in\^n — ^n)' 



Pi: 



22 



Pl/l P2/* 



P«i 

P«? 

• > . 
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si nous supposons que Z|. Z:*, ..., Za soit une solution de 
(2), il s*annulera pour toute autre solution des équations (2), 
car, en ajoutant toutes les lignes respectivement multipliées 
par x^ — If, X2 — a^, . . . , on forme une ligne dont les élé- 
ments sont 

Qi(X|,jr«. — ) — ^i(z|, 'Z». .. . I, ^jfX|, JTj, . .. ) — 3>j(a|, a», — >, •••» 

c'est-à-dire nuls. EnCn, pour j:, == a,, X2 = 12- • • • ? P/y" de- 
vient -^> et par suite le polynôme en question se réduit à 

f)( 'Zi, c». ') 

Il n'est donc pas nul si Z|, x*- •-• nest pas une solution 
multiple de (2), ce que nous supposerons. 

Si alors on réduit le polvnome V suivant les diviseurs 
îpi, Çj, ..., t5«, on aura la solution du problème proposé, 
car le polynôme réduit équivalent à V est égal à V pour les 
valeurs de X|, x^. . . . égales aux termes d'une solution des. 
équations (9.). On pourra même réduire V par rapport aux. 
diviseurs ^1 (a/i, a/j, . . . ), ^^^(a/i, at/j, ...\ .... 

Remarque. — On pourra prendre 



Py. 



Z>i(X\^ T=> Xn^ — Z>i( 1;xf X->, . . . , J: ,) 



y 



•^1 — «Il 
Xi — a/2 



Py2 — ) 



P _ Ç'/(a/|« g/>. . . . y X„) Cp/(g/|, g/j. . . . ^ flf„) ^ 

rjn — , 

ce choix est avantageux, le calcul nécessaire pour opérer la 
réduction portant sur un nombre relativement petit d'argu- 
ments. 

XII. — Calcul de la résultante de plusieurs équations. 

Conservons les notations adoptées aux paragraphes précé- 
dents, changeons seulement le numérotage des formules et 
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proposons-nous d'éliminer X|, x^, . . . , ^„ entre les équations 



(0 



0, = 0, <p2=0, . 



, ?/i = o, 



dans lesquelles cp,, cpj, ..., F sont des fonctions de x^, X2, . . -, 
x,i, z entières et de degrés //ii, //lo, . . . , m,i, p; à cet effet, 
posons 



(3) 
(4) 



Q-i: 



uJ 



^ ( 3t/l , 2/2 > • • • ) ^ ( ^/l » ^/2) • • • ) 



Ui = Ç 



00. 



3t/l$10...-H 3t/.2$ 



01, 



M/ est un polynôme linéaire et homogène par rapport aux Ç, 
dont les coefficients sont les arguments d'un polynôme réduit 
en a/,, a/2, . . . par rapport à 9, (a/,, a/2, ...)» ?2(a/i, ...), . . ., 
en sorte que le déterminant de la substitution (4 ) qui permet 
de calculer les u en fonction des Ç est précisément celui que 
lïous avons appelé A et que nous supposons différent de zéro. 
Le discriminant de Q par rapport aux Ç est égal au discri- 

Dïinant relatif aux Uy à savoir TT^Fv multiplié par le carré 

^^=nGD de la substitution (4), c'est-à-dire à ;=-=;• Changeons 
^6 variables et posons 

(5) 1^3^ = 



^pq,... — 



1 






^^ïïimençons par résoudre les équations (5); à cet effet, 
appelons //(a:<, x^^ . . ., Xn) un polynôme réduit, admettant 
^^ Solutions de (i), excepté la solution a/,, a/2, ... ; alors, en 

^^llipliant les équations (5) par les coefficients de ce poly- 

'^^'iie et les ajoutant, on trouve 

(6) 



t^(a/i, . . .)D(a/,, . . .) 



fo 



^tnule oh /i(xij X2, . . .) est la représentation symbolique 
^n polynôme en Xpq,,, que l'on obtient en remplaçant, 



^^iis //(^i, X2', ...), x^x^.,, par 



X 



P9- 



Quant à 



'^^\^Ht a/2, . . .), il est égal à A, à un facteur indépendant de js 
P^ès. 
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Si Ton remplace, dans Q, iii par sa valeur tirée de (6), ^^ 

) 

en convenant de faire dans le développement du seco-^ 
membre a:f ^J. . . = af aj. . . = Xpq , Pour calculer le no 
veau discriminant de Q par rapport aux Xpq ^ désignons-^^ 

par 8 ; le discriminant y^ppr relatif aux u est égal au disert ' 

minant 8, multiplié par le carré du déterminant de la substl^ 
tution donnant les x en fonction des u [formule (5)]. Ainsi 



e 



= 



nFD (nFD)« 

ou, réductions faites, 

î> „r.. s D HF 

ô = nF(a/i, a/î, •••)^ = -ô-- 

Le discriminant de Q égalé à zéro sera donc la résultante 

cherchée. 

La formule (7) peut s'écrire d'une manière un peu plus 

commode pour les applications. On peut prendre pour // la 

valeur du polynôme suivant, pourvu que Ton convienne de 

le réduire, 

Pli P21 • • • P/M 

Ko) J i ^"^ ••• ••• ••• ••. 

Fi« 42/1 . • . F/j/i 

Alors //(a/j, a/a, . . .) sera égal à D(a/, , a/2, . . .) et Ton aura 

Désignons simplement par /( *' *'**'j ce que devient 
fi{x^^ X2j .. .) quand on y remplace a/<, a/2, ... par a<, «2, . . ., 
et par / ( *' °^^' * ' j le résultat obtenu en permutant dans 

\a?i, 5?2} • • • / 

f{^\t x^t . . .) les lettres X\ et a<, x^ et a2, .... 
Le polynôme Q, avant d'y supposer 

«,P«.7 _ ^ — aP 1^ 

.*' 1 «*'2 • • • — **'/î<7,... — ^ j ^i • • • > 
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est un polynôme réduit qui, pour ^^= a^, ^2= 3t|2, . . . , 
devient égalàF(aH, ai2, . . .)/< (a<, a2, . . •); pour ^«2= 3C2o 

:P2 = a22, ...,il devient égal à F(x2i, a22, ...)/2(aoa2, ...) 

Ces conditions, d'après ce qu'on a vu (p. 3o6), le déter- 
minent complètement. Or l'équivalent réduit de 

jouit de la même propriété ; on peut donc dire que Q est égal 
au polynôme précédent réduit, dans lequel on suppose 

et l'on verrait de même que Q est aussi égal à 

\ ai, a2, . . ., a^j 

avec les mêmes restrictions. Pour la commodité des calculs, 
on fera bien de prendre 

- ©/(a?,, X.2, . . .,X;,) — Oii^i.Xi. . . ., Tn) 

* Il = f 

tpv(a,, a:2, ...,37;,) — cp/(a,, a,, ...,X;,) 

X2 — a» 



la réduction -sera partiellement effectuée à l'avance. Ainsi : 

La résultante d'un système, tel que (i), (2), peut être 
présentée sous la forme d'un discriminant de fonctions du 
second degré homogènes égalé à zéro. 



XIII. — Nouvelle manière de former la résultante. — Résolution 

d'un système d équations algébriques. 

Théorème. — Si les équations (i), (2) ont une solution 
commune a,, a2, ..., a„, il existera des polynômes \\^ 
7^25 • • • > ^/iî ^ des degrés \k — /w , , [jl — m^y ,,. enx^^ ^2? **"i^n 
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re$pecû%rement. u désignant ifi, — m^ -r- 
tels que l'on ail identiquement 



-^ m„-\-p 



lO 



^iri—'irî— -—'«?*— '*^ = ^' 



Eln effet, si Ton considère les fonctions :? et F mises soi 
les formes suivantes • :j/, F sont nuls pour X| = aci , . . .) 

s ri= f**i'J^i — »i — ^ii JTi — Xi } — ...— Fiai Jr„~- aL„\ 

'. F = P«-i,r -^i — »i — P«^i.i' J^i — »2i— ... — P«+-i.n(^/i— a«î 

le polynôme 



II 



e 



ri r* 
Pli Pm 



. Pi« Pî 



2A 



«-•-11 



«-Hf,« 



I 



est de la forme du premier membre de (lo); d'ailleurs 
réduit à zéro, car, en ajoutant à la première toutes les ]ign< 
après avoir multiplié la seconde par — (X| — a, ), la suivant 
j>ar — ( X2 — X2 K etc., on obtient à la place de cette premièi 
ligne une ligne composée d'éléments nuls en vertu de (n)-' 

c. Q. F. D. 

En réduisant ce polynôme 6 avec les diviseurs ^t (x^, . . .), 
^2* «^i 9 . . . ), z>fi^ >zrf , . . . ) et c^i (x| , ao, • • •)) 92(^1 9 ^2 » ***))] 
on obtiendra un nouveau poK-nôme encore identiquement | 
nul. Il est clair que Ton aura le même polynôme identique- 
ment nul Si en réduisant le produit 

Pli P21 • • • P/ii 



P/ii P/iî 



'^ nn 



CeXdi posé, en égalant à zéro les coefficients des arguments 
x\x{^. . .. on aura II m équations (E) du premier degré par 
rapport aux arguments a,' a-^ . . . , dont la résultante ou dont 
le déterminant égalé à zéro sera la résultante cherchée; car le 
déterminant en question n'est autre chose que le discrimi- 
nant de la fonction du second degré que nous avons appelée 
Q au paragraphe précédent. 
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Leséqualîons(E)font alors connaître les arguments a', , a' ,... 

en particulier les élémenls a,, a^, . . . , a,i de la solution 

immune, laquelle, en général, aura ses éléments rationnels 

rapport à z. 

De là découle la résolution des équations (i V (2) par rap- 

)rt à x-ij ^2i •••» ^.fj ^1 la résultante fera connaître les 

îurs de Tinconnue z, et les équations (K) les valeurs cor- 

(pondantes des autres inconnues. 

A chaque racine finie ou infinie de la résultante R = dont 

premier membre R est le déterminant des Um équations (E) 

li se réduisent, en vertu de R = o, à Uni — 1 distincter-, 

>rrespond une solution de (i ), (u); à moins que les mineurs 

Rne soient nuls, auquel cas les équations (K)se réduisent 

Um — 2 distinctes, entre lesquelles on peut éliminer tous 

arguments, excepté ai et aj ; une équation du second 

:é fera ainsi connaître a^ et Ton aura en général deux va- 

de ai, et deux systèmes de solutions. R = o a alors une 

une double, ce dont on s'assure en appelant e un élément R, 

l'on a 

dK _'y25 —' 
âz "^ôë Tïz* 

kmrae les mineurs — sont nuls, on a -7- = o, et R = o a 

de ^ dz ^ 

lîen une racine double. 



Sans qu'il soit nécessaire de beaucoup insister sur cette 
Sscussion, après celle qui a été faite à propos de deux équa- 
[tions, on voit que : 

Si la résultante R = o ne se réduit pas à une identité, le 
{système (1), ('j) aura pli m solutions Jinies ou infinies y 
liùnples ou multiples par/ois indéterminées. 

Dans le cas où les polynômes cpi, cp^, ... seraient tels qu'ils 
ne pussent pas servir à réduire le polynôme F, on modifierait 
les coefficients de cpi, cp2, . . . pour obtenir la résultante, et, 
dans la résultante trouvée, on ferait tendre les coefficients 
altérés vers leurs valeurs primitives. 

Examinons maintenant le cas intéressant où la résultante 
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est identique, où R est identiquement nul. Dans ce cas, 
chaque valeur de z correspond une solution du système (i] 
(2); ces solutions forment une suite continue (une courl 
si <p, = o, ^2 = o, F = o sont les équations de trois surfaces] 
Mais, s'il existe des valeurs de z annulant tous les minei 
de R, il existera, indépendamment de la solution généra 
dont il a été question, une solution dite singulière provenu 
de ce qu'une équation du second degré donne alors les valei 
qu'il faut adjoindre à z pour avoir la solution complet 
de (i)et (2). 

Il pourra arriver que les mineurs de R soient identiquement 
nuls, il y aura en quelque sorte une double solution continue] 
et si, pour certaines valeurs particulières de z, les mineurs di 
fécond ordre de R sont nuls, il y aura encore une solutioi 
singulière correspondante. 

Lorsque trois hyperboloïdesontune génératrice coramune|i 
cette génératrice représente la .solution générale de leund 
équations ; les points, où les cubiques gauches qui sont learsa 
intersections se coupent, constituent une solution singulière.. 

Lorsque la résultante est identique, les valeurs de x^f^ 
Xo-, ...,:; qui satisfont aux équations (i), (2) et qui 
constituent pas une solution singulière, satisfont aussi à]^ 
V équation 

(A) ^(?„ •.■.?,»F_)^^ 

En effet, si x^^ X2, . . . , 2 est une solution, non singulière, 
x^ 4- oxs , . . . , ^ + 83 sera encore solution pour des valeurs; 
infiniment petites de 8xi, ..., 85, en sorte que Ton auraj 
cp^ 4- S'^i =0, . . . , et Sipi = 0, . . . , ou 

-^ 8x1 -f- ... H — - 8^ = o, 
ôx^ dz 



dxi 



8a?i 



-r- tZ = O, 

dz ' 



formules qui entraînent l'équation (A). 



SUR l'élimination. 3i7 

11 est peut-être bon de rappeler que si les fonctions cp et F 
sont pas distinctes, la formule (A) est identique comme la 
mitante elle-même. 

XIV. — Sur les polynômes multiplicateurs. 

Les équations (E), dont il a été question au j^aragraphe 
îédentet dont le déterminant égalé à zéro fournit la résul- 
ite, s'obtiennent en égalant à zéro les coefficients des 
\,x^y . . . , dans un polynôme de la forme 

X, cpi M- X j cp2 -4- . . . -I- Xrt cprt -i- X F, 

I, X2, . . ., À/1 désignant des fonctions entières de Xi, .To, 
, x„, aj, a2, . . ., a,2 et cp,, (p2, . . . , F des fonctions de aj, 

t,.. ., a;, ; les premiers membres de (E) sont donc de la même 

rme, mais les "k ne contiennent plus les a; le déterminant 

équations (E) qui s'obtient en combinant linéairement 

premiers membres de ces équations est lui-même de cette 

rme. Il résulte de là que : 

Théoremb. — Etant données des fonctions cpi, (pa- • • ., 
!, F entières en Xi, x^^ . .., j;,,, il existe toujours des 
>ly nomes À^ , À», . . . , )v„, À, tels que la somme 

R ^^ Xj cpi -t- Xj cp« -4- . . . -r- X/l Cp;, -f- X F 

)it indépendante de x^^ X21 » - , Xn, et tels que^ =^0 soit 
résultante de (i), (2). 

Ces polynômes \ portent le nom Aepoly nomes multiplica- 
*urs; leur existence a été signalée par Bézout. D'après la 
^marque faite (p. Sog), ces polynômes n'ont pas de valeur 
jiiien déterminée, et il y a une infinité de systèmes de multi- 
plicateurs capables de fournir la résultante. 
. Toutefois la valeur réduite de chacun d'eux, par rapport 
aux fonctions <fi, «p2j • . ., F dont il n'est pas le multiplica- 
teur, est bien déterminée, car <p< par exemple est connu et 

égal à —pour toutes les valeurs qui annulent (f2j fc» . • • , F. 
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Il est facile de trouver des polynômes }/^ , X, . . . , V, tels que 

X', cp, -f- >/2?2-^. . .-H Ki^n-^- VF = S 

ne contienne plus :r^, ^o, . . . , r,/, mais contienne z; comme 
alors S s'annule quand (i), (i) ont lieu à la fois, S est nul 
quand R Test; donc S est divisible par R et, si par hasard le 
degré de S était/? Il m, S = o serait la résultante de (i) et (a). 

Si Ton ne prenait pas la précaution de réduire le polynôme 
que nous avons appelé 6 avant d'en prendre le discriminant, 
on obtiendrait un polynôme S qui, égalé à zéro, rie donnerait 
pas toujours la résultante, mais le produit de cette résultante 
par un facteur étranger. 

D'après ce que l'on a vu (p. 3i3), on peut toujours sup- 
poser X| de degré m2 -j- //la + . . . -f- nin + /? — n par rapport 
à :r,, X2, . . . , r,, ; de même ^2 pourra être supposé de degré 
m 1 -j- /?i3 + ...+/? — n; malheureusement cette considéra- 
tion ne suffit pas pour déterminer ces polynômes "k. 



XV. — Cas où la résultante a des solations infinies ; estimation 

de son degré. 

La résultante de n équations générales des degrés /nj, 
//Zo, . . . , m,! est de degré m^ m^ . . . m,,, mais ce degré peut 
s'abaisser et ne peut s'abaisser que si la résultante a des solu- 
tions infinies. 

En thèse générale, pour estimer a priori le degré de la 
résultante d'un système d'équations, il suffira de retrancher 
du produit des degrés de ces équations le nombre des solutions 
dans lesquelles la variable non éliminée peut être infinie. 
L'estimation a priori du degré de la résultante dépend donc 
jusqu'à un certain point de la solution de cette question : 
Trouver les solutions infinies d'un système d'équations, 
et, par solutions infinies, nous entendons celles dont un ou 
plusieurs éléments sont infinis. 

Prenons d'abord une seule équation de degré m 

(l) cp(^j, 372, ..., Xn)^ O 
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! rendue homogène, et cherchons Tensemble des valeurs in- 
finies de Xi, X'i, . . ., Xn-K', ce que nous appellerons le do- 
maine de V infini. A cet effet, considérons Téquation 

iSi nous éliminons Xn entre (i) et (2), nous obtiendrons la 
condition pour qu'il existe une relation linéaire entre 
\xy^ x^^ ..'iXn-i' Effectuons l'élimination, nous trouvons 






iTt — . . .-+- a„-iT„-i 



a 



= o; 



n 



maintenant, si nous supposons que a,, a^, . . ., cia-\ tendent 
LVcrs zéro, Téquation résultante se réduira à 

f(3) cp(a:,, Xj, . . . , Xn-u o) = o. 

Or supposer ai , «j, .-. ., an-\ infiniment petits, c'est sup- 
poser a^i , x^y . . . , infiniment grands ; le domaine de V infini, 
si je puis m'exprimer ainsi, est donc donné par (3), c'est- 
à-dire parl'équation proposée dans laquelle on a remplacé^,/ 
paro, ou dans laquelle on n'a conservé que les termes du degré 
le plus élevé. 

Pour reconnaître si des équations ont des solutions com- 

[munes infinies, il faudra donc les réduire à leurs termes du 

legréle plus élevé et chercher si, ainsi réduites, elles ont des 

^solutions communes autres que ^1 = o, ^^2=0, ..., :r,,_,r=o, 

c'est-à-dire telles que les rapports x^ : Xi\ . . ,\ Xn-\ soient 

(finis, quelques-uns d'entre eux d'ailleurs pouvant être nuls. 

xn. — Calcul des fonctions symétriques. — Formules de Jacobi. 
Soient 

(l) <p,= 0, Cp2=0, ..., Cp„=0 

n équations algébriques des degrés m,, 7/12, . . . , nin par rap- 
port aux variables x^^ x^t . . • , ^z,; soient 

^\U ^\ti • • •) ^\n 
0^21> 0^22» • • • » ^in 



• ••j • % * y 
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leurs solutions, et 



(2) 



X,(ar,)=o, Xj(arj) = o, ..., Xn{ar„) = o 



les résultantes de ces équations provenant respectîvein< 
de réllmination de x^, Xz, . . . ^x„y dex\y x^y • • • 9 Xay . . •! 
soient Xy des multiplicateurs, tels que 



(3) 



soient encore 
A 



(a?!, a7j, . . . , a?!,) =^^:zz AiiAjj . . . Art;;, 



D(Xi, Xt, ,.,yXn) 



à{Xi, Xi, , .,, Xn) 



Tbéoreme I. — A s'annule pour tous les systèmes deii 
valeurs de x^^ x^, . . . , j;„ qui annulent Xi, X2, ..., Xu 
sans annuler toutes les quantités cp^, jp,, . . ., ç,j. 

Théorème II. — On a 

(4 ) D(a/i, a/2, . . . , a/„)A(a/i, a/j, . . . , «/„) = X'i(a/i)X'2 (a/2). . . X;,(a/«). 
En effet, si l'on différentie (3 , on a 






(^^y "^^ dXj ^"' ' ""* dx^ 

et, en faisant Xi rzr a/i, :r2 = a/2. 



(^3". 



Xirsiy = A-, 



. . . , 






dOL 



U 



hl^ -4-X. ^^josii^A:, 

d^ij '" ^'^ àrLij \ Xi- ( ^ik )sij =k, 



ce qui démontre le théorème, en vertu de la règle de la mu 

tiplication des déterminants. 

Théorème III. — La fonction symétrique 



(5) 



D(a/,, a/2, . . ., a/«) 



est le coefficient de 
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FA 



it I "t 2 • • . 3/ /^ 



dans le développement de 



Xi Xj . . . Art 

F( x\ I 

En effet, dans le développement de -y- — -> le terme en - 



Yii.^ 



/(^) 



a pour coefficient^ -777— ; > a désignant une racine de/(a) = o^ 
il en résulte que, dans le développement de 



Aj A2 . • . A/t 



le coefficient de 



«Pj •i/2 • • • *'^n 



sera 




/(X/1, g/^, .... a;{.„) 

•'X'(aa)X'(ay2)... X'(aA.«)* 
Prenons /= FA, F désignant un polynôme quelconque ; le 
coefficient de dans ^ ^ — ^7- sera 



»Xf\ 3/2 ... ^P/i 



A| A2 . . • A./J 
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F (^ a/t , a /^ , . . . ) A r a/ 1 , a /j , . . . ) 



X\a/i)...X\aA.«) 
OU, en vertu du théorème I, 

^^ F( ï/5, a/î, . . . ) Al^a/i, a,'2, . . .) 
2à X(aa)...XUa/«) ' 

le signe\^s'étendant, non plus à toutes les valeurs des a/y, 

mais aux valeurs simultanées constituant une solution com- 
inune aux équations ( i ). Remplaçons le dénominateur de 
l'expression précédente par sa valeur tirée de (4); elle de- 
viendra l'expression (5). c. Q. F. D. 
Si Ton suppose F ^= D<{/, on a le théorème suivant : 

Théorème IV. — La fonction symétrique 

^<Ka/i, «iî, ..., «/«) 



^^^ le coefficient de 



*^i "^2 • • • **'/i 



dans le déi'cloppement de 



Aj A2 • . • A./t 
L. — Traité d'Analyse, I. 
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Théorème V, dit de Jagobi. — Si F est un polynôme de 
degré inférieur àSm — /i, degré de D, on a 

Fi'a/i, a/2' • . .) 



2 



l^(a/i, a«îj • • •) 



= 0. 



En eflFet, cette fonction symétrique est le coefficient d< 

I Fa 
dans ^7-^=7 r^; or, si l'on appelle 8 le defiré de F, 

le degré de \ij étant II m — /wy, celui de A sera 

^ ( n m — nij) = nUm — 2. ^i 

celui de FA sera 8 + nllm — ^/w, celui de X< X2 . . . X^ 
sera nllm; le coefficient de sera donc zéro, si l'on a 

X\ X2 • • • Xfi 

s — nUm — ^^fn <. nUm — n 
ou si 

8<Vm — 71, 

c'est-à-dire si le degré de F est moindre que celui de D. 

C. Q. F. D. 

Ce résultat a été établi d'abord par Jacobi dans le Jour- 
nal de C relie ^ t. XIV, puis par Cauchy à l'aide du calcul des 
résidus. Enfin Liouville l'a rencontré incidemment dans ses 
recherches sur l'élimination (voir ^on Journal, t. VI, i*"® série.) 
La démonstration que nous venons d'en donner est au fond 
celle de Cauchy. 



XVII. — Théorème de M. Enrico Betti. 

M. Betti a fait connaître, dans les Annales de Tortolinà 
pour l'année i858, une formule qui permet de calculer une 
fonction symétrique quelconque des solutions de plusieurs 
équations. Nous allons d'abord l'exposer pour le cas d'unfl 
seule équation. 
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SoitTîi(/|, /j, . . . , ta) le produit des carrés des différences 
des quantités t^^t^-, . . . , t„\ soit tf{x) = o une équation ayant 
pour racines a^, a^, . . ., a^,. Considérons l'expression 

(i) ?! ( b )y ^b^ • • • ?' (!«1^ b » il '_iii^_^) . 

abstraction faite de sa partie entière, cette expression est 
égale à 

V ' P(g/ > h U) ^'(h) 

et à 

ou enfin à 



'.y. 



Or le numérateur de la quantité placée sous le signe \^ est 

égal à zéro ou à son dénominateur selon que a/, ay, . . . , a^ ne 
sont pas ou sont tous différents; il en résulte que Texpres- 
sion(i) a pour partie fractionnaire 

(i) V ' ,. 

1® signe 7 s'étendant à toutes les valeurs des a qui, dans une 

Blême fraction,- sont différentes. Or, dans le développement de 

^ expression (2), les coefficients des arguments t~^ r^ * ' ' ^~n 

^^^l précisément toutes les fonctions symétriques simples des 

^^inesa,,a2, ...; donc : 

Théorème I. — Toutes les /onctions symétriques simples 

^'^ racines de (f = o sont les coefficients des divers argu- 

^^nts t~^y t~J^ . . . dans le développement de l'expression (i). 

\^oici maintenant le théorème de M. Enrico Betti : 
'Xhéoreme II. — Soient «po Ça» • • • des polynômes entiers 

X\ , ^2 7 • • • ) ^/î ^^ 
^^) Cp, = 0, «p2=0, ..., Cp„=:0 
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des équations algébriques admettant les a solutions 

Q^ll) Q^12j •••1 Q^l/lj 
0^21» 3t22, ... 1 «2//, 

OtjJLl» Qf{Jl2> • • • î *(JLrt » 

Xj,X2, . . .,X/i '^^ résultantes provenant de V élimination 
de toutes les variables^ moins x^y de toutes les variables 
moins x^^ etc. / A(a?< ^x^i * * *-, 3Cn) le déterminant des m.ulti- 
plicateurs qui fournissent les résultantes X< , X2, . . . , X„ = o, 
enfin D(^<, x^^ ...» Xn) le déterminant fonctionnel de 
cpi, <p2, . . ., cp„ et 6(x4, x^^ . . ., Xfi) le produit AD. La 
fonction 

I = pL S = n 

p 1~| ^itjXi ti<i^ .... ^/w) -py w{t\!:, tixi ■ ' ♦ - ^tJL.v) 

II Xi{tii) X^itiz). . . X,^^/,j) ■l--I.TÎJ( aij, «25, . . ., CLiis) 

1 = 1 5 = 1 '^ 

développée suivant les puissances et les produits des quan- 
tités t~^ , aura pour coefficients les diverses fonctions symé- 
triques simples des solutions des équations (3). 

Rappelons qu'en vertu des théorèmes I et II du paragraphe 
précédent on a 

Q(a/i, a/2, ...,a/„) = o ou = X'i(a/i)X2(a/2). . . X';,(a/;j), 

suivant que toutes les valeurs de i sont différentes ou sont les 
mêmes; par suite, 

I = {JL A" = /I 

p TT X I ( ti\ ) X j ( ^f 2 ) . . . -pr TSJtxs', tjsi ♦ • " t^f ) 

XI Xi(^/1 ) X2(^/2)- . . •■■ i- W(3ti,ç, 7,2s ' . . •> ^ILs) 
1=1 A=i 

ou, en négligeant un polynôme entier, 

1 L^ tu — X/y ^/2 — ^ik •■- ^ ^(«l^j «25» • • • > «iw) 

/ = 1 J = i 

ou enfin 

«=i:n 



'/E»/jr ^at» 



/?, q, Uy V désignant quatre entiers différents, ce qui démontre 
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le théorème énoncé. Le théorème de M. Betti ne rend pas 
pratique le calcul des fonctions symétriques et l'on ne trou- 
vera sans doute jamais un moyen de rendre ce calcul pratique, 
mais il met en lumière un théorème de M. Schlâfli ; c'est 
que toutes les fonctions symétriques entières des solutions 
des équations (3) contiennent seulement en dénominateur les 
coefficients des premiers termes des résultantes X< , X2, • . . , X„ . 
Ainsi la fonction symétrique 



2 



i k il j' k> 



coefficient de ;^. , . dans G, contiendra en dénominateur 

*ii ^n • • • 
le facteur 

A Si A S; kHk 

j\^ Aj • • • ^n > 

A|, A2, . . . désignant les coefficients de x^j x^^ . . . dans les 
polynômes X<, X2, . . . , X^i. On peut toujours faire en sorte 
que A^ = A2 = . . . = A^, en rendant les résultantes entières 
par rapport aux coefficients. Ainsi la fonction symétrique 
considérée devient entière en la multipliant par A-^'"*"^^ • . 

La résultante des équations (3) et F = o, mise sous la 
forme nF(a/|, a/2, . . .) = o, deviendra donc entière en la 
multipliant par une puissance du coefficient de la plus haute 
puissance de la variable non éliminée dans l'une des résul- 
tantes u\.| j -^27 * * * ) ^^n* 



XVIIL — Remarque importante sur les solutions communes 

à plusieurs équations. 

Si, dans la formule de Jacobi démontrée au paragraphe XI, 
on fait F (a:) = 1 , or^, X2, . . . , on trouve 

(/l-Hl)('/l-+-2)...(/l-f-A) ,,, 

1^= ,tï:3— A ('> 

relations entre les solutions communes aux équations <p< = o, 

(•) Ce nombre est égal au nombre des termes d'un polynôme du degré 
A à n variables. 
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çj = o, . . . , (p« = o, A étant inférieur d'une unité au degré de 
D, dans ces relations entrerontles v = 7 — — -^ — ., " -^^"^^^ 

^d I . 2 . J . . . 771/ 

coefficients de Çi, ça» • • • 7 ^n» Le degré de D esi^nii — n; 
doncA=^m/ — n — i,donc 

(/i-hi)(/i-+-2).. ,{^mi—i) 



P- = 



(\^mi— n — jy. 



En général, [jl est plus grand que v, de sorte qu'entre les 
équations fournies par le théorème de Jacobi on pourra éli- 
miner les coefficients de cp«, ^2^ • • •> Çw? et Ton voit qu'il 
existera des relations indépendantes des coefficients entre les 
solutions de Çi = o, (^2 = o, ... ; donc : 

On ne peut pas choisir arbitrairement les solutions d^un 
système d'équations algébriques à plusieurs inconnues. 



XIX. — Propriétés de la résultante. 

Considérons n équations à n inconnues des degrés m«, 
7n2, . . . , mnt savoir ; 

Tl(^li ^2» ..., ^n) = O, 
^ 92(^1. ^2, •••, ^n) = O, 

^'^ I •• 

soit 

R = o 



la résultante provenant de l'élimination de x^y x^i . , ^ 
Supposons 

^2 = \^bij,,,x\x{ ..., 



î •*'/i- I 
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~^>J 



faisons varier les coefficients a/; , et «««... de Sai/.., oanq_ et 



'pç 



exprimons que dans ces conditions R ne varie pas. On aura 



(2) 



ôR 



àai 



'""'^'"-^àa 



ÔR , 

<iapq„, = o, 



et, si Ton veut que les solutions ne varient pas non plus, on 
aura 









ou 



(3) x\ x{.., luij,,, -h x^^xl. . . Sap^... = o. 

De (2) et (3) on tire 



dR 



âa 



ij- 






dR 



ôa 



pq. 



ou, si l'on veut, 

(4) 

de même 

{\bis) 



1 2 • • • -^— 



dR 






aR 



^ j ^2 • • • 



()R f)R 



dbn ' ôh 

% J m m • 



00... 



En éliminant les arguments x\ ;r^ . . . par division, par 
exemple, on tire de là une foule d'équations entre les dérivées 
partielles de la fonction R. 

On peut trouver encore d'autres relations en observant 



que R est homogène en a//.., o,pq ... et de degré ^^-^ = jji; 



ILm 
m 



on a ainsi 



jxR = aoo. 



ÔR 



ôa 



00... 



«/y... 



ÔR 



ôa 



• • • 1 



u- 



Um 



de même, en posant — =: |jl', 



li'R = b 



ÔR 



00. 



ôb 



h 



ÔR 



00... 



u 



'" àbij. 



On peut encore trouver de nouvelles relations en observant 

que R ne change pas quand on change Xi en x^ 4- S^Tj, X2 en 

X2 + 8^2? ... : on a donc 

ÔR 



ÔXi 



= o 
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OU bien 



H ^. ^''"■- "^2 ^ ^*'> + • • . = o, 

en désignant par a/y -h ôa/y., ce qui devient aij quand on a 
remplacé Xi par Xt + Sx^. 

Ce changement ramène cpi = o à la forme 

ou 

21 (iH- I)a,•4-I,y...3J'l-^- a/y...Ja:'ia;^ . . ., 

en sorte que 



§«/7... = (i-^ i)«/-Hi,y...3j?i- 



On a donc 



on 






et d'autres équations analogues. Ces équations permettent 
quelquefois de déterminer les coefficients de la résultante 
quand on en connaît la partie littérale. 

Ces dernières équations sont celles auxquelles satisfont les 
invariants des fonctions <p4, ^2» • • • ? Ç/iî nous ne tarderons pas 
à constater en effet que la fonction R est un invariant. 

On voit comment il faudrait modifier les résultats pré- 
cédents si les dérivées partielles de R par rapport aux a/y , 
bij ^^ étaient toutes nulles, et comment cette circonstance décè- 
lerait la présence d'une solution multiple. 



XX. — Résultants. 

Théorème I. — La résultante de plusieurs équations 
algébriques, telles qu'il n'existe aucune relation entre 
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leurs coefficients y est irréductible par rapport à ces coeffi- 

cients{*). 
^ En effet, si cette résultante n'était pas irréductible, elle 

serait de la forme R = PQ =:= o, P et Q désignant des poly- 
nômes entiers par rapport aux coefficients a, 6, c, . . . des 
équations proposées. Or R =^ o établit, entre les coefficients 
en question, une relation qui permet de regarder Tun d'eux, 
fl, comme fonction des autres; si l'on considère les équations 
P=o, Q=zo, elles sont satisfaites par certains systèmes de 

valeurs de û^, 6, c, . . . , et, pour ces systèmes, -v > --...• ont 

deux valeurs, savoir celles que Ton peut tirer de P = o et 
celles que l'on peut tirer de Q = o. En différentiant K = o, 
la règle des fonctions implicites donnera 

ôR âa dR âR 

— -- • • • • • 

Oa 



àa 
db 



dR 
db 



ôa 



âa 



dR 

de 



Pour que -/> 7"' '•• soient indéterminés, il faut que -r- 



^R 



db de 



da 



■J7»"» soient nuls, ce qui établit des relations entre les quan- 



tités a, è, c, .... Si donc les équations proposées sont telles 
qu'il n'existe pas de relations entre leurs coefficients, la 

résultante sera irréductible (d'ailleurs — =0, -rr = o, ... 

\ Oa do ^ 

ï^e sauraient être des identités, sans quoi R ne dépendrait 

pas des coefficients des équations proposées)» 

Puisque la résultante est irréductible quand il n'existe pas 
^c relations entre les coefficients a, 6, c, . . ., on pourra 
toujours supposer que l'on ait mis cette résultante sous forme 
entière en la multipliant par un facteur, fonction des coeffi- 
^6nts de poids nul, tel que cette résultante mise sous forme 
^ûtière ne soit pas décomposable. Le premier membre sera 
3^ors parfaitement déterminé, à un facteur près indépendant 
ue tous les coefficients. 



^ ^ Je crois devoir rappeler qu'une équation Ra? = o est irréductible par 
PPort à des quantités a, b, c,. . . quand un premier membre n'admet pas 
'^iseur rationnel en Xy a, b,Cj .... 
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Considérons maintenant n équations homogènes par rap- 
port aux inconnues x^^ X2, * - - i oc^^^ savoir : 

(0 ?i = o, cp2 = o, ..., cprt=o, 

et supposons-les des degrés m^^ 7n2, • . • , /w„. Si Ton élimine 
X2y Xzi ' • ^ , Xn, on trouve une résultante de la forme entière 

si Ton élimine toutes les inconnues, moins X2, on obtient 

R2 étant, comme Ri, entier par rapport aux coefficients de 
cpi, (^2, ... et irréductible, etc. 

Je dis «que l'on peut supposer Ri = R2. En effet, l'équa- 
tion Ri = o exprime que les équations (i) ont une solution 
commune dans laquelle X\ n'est pas nul, et R2= o exprime 
que les mêmes équations ont une solution commune dans 
laquelle X2 n'est pas nul. Si l'on suppose qu'il n'existe pas 
de relations entre les coefficients de (i), ces équations n'auront 
pas de solutions pour lesquelles x^^ 5:25 • • • seraient nuls, 
puisque l'on rejette celles dans lesquelles on aurait soit x^ = o, 
soit ;r2= o; Ri et R2 sont donc égaux, à un facteur numé- 
rique près. 

On appellera éliminant ou résultant des fonctions homo- 
gènes cpi, (f2y\' • 5 ?/i le premier membre de l'équation ré- 
sultante^ mis sous forme entière, des équations cp < =0, 
(p2= o, . . ., îp;i=o, abstraction faite du facteur x^'", ou 
x^"^, ou, etc. 

Le résultant est donc bien déterminé, à un facteur près 
indépendant des coefficients de (fi, (fo? • • . • 

Théorème II. — Soient (fi , «p2, . . . , ^p» des/onctions homo- 
gènes de Xij X2^ * ' ' yXn des degrés m^ , m2, . . . , nin ; soient 
64, 62^ • • • > ô„ des fonctions homogènes rfe jk*? JK2» • • • ^ .>'« 
et toutes de degrés. Si Von fait, dans (fi , (^2, • • • > 
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ces fonctions deviendront de nouvelles fonctions ij^^if^-»- • • 
ifn d^ Yh") y2i ' ' "> yn ^^} si l'on appelle R le résultant de 
^\y ?2> • • •> ^nj S celui de ^4, 4'2>' • •» ^nt ^ celui de 6^, 
62, . . . , 6ai> on aura 

S = R*"-* /-nm. 

En effet, les solutions de <}<i = o, <}i2= o, . . . , tj>;,^ o com- 
prennent : 

I** Les solutions des équations 



e, 




e. 






e„ 


ai 




«s 






a« 



dans lesquelles ai, a2,...,a;2 désignent une solution de 
çDi = o, ^2= o? • • • lorsque les coefficients sont liés par la 
relation R = o; ces solutions sont au nombre de f'*~* Il/n et 
par suite le résultant S contiendra en facteur R*""*. 

a® Les solutions de 6i = o, 63 = o, . . . , 6;i = o qui entrent 
en facteurs dans ces équations aux degrés sni^ , sm<i^ . . . , snin ; 
le résultant s devra donc s'annuler en même temps que r et 
avoir les solutions de r à un degré de multiplicité égal à 

Corollaire L — Les résultants de plusieurs formes sont 
des invariants de ces formes, et, si dans les formes (ft , 
^29' ' 'j^ny on effectue une substitution linéaire, leur résul- 
tant se trouvera multiplié par F^'", F désignant le déter^ 
minant de la substitution. 

Théorème IIL — Le résultant de plusieurs formes est un 
combinant de ces formes. 

En effet, si Ton pose 

4'l=ïll?l-+-ïl2?2-H...-+-Yl/ï«P/», 



le résultant de ^^ ^2? • • •> ^n peut s'obtenir en observant 
qu'il peut être considéré comme le résultant des formes trans- 
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formées des formes linéaires 

par la substitution non linéaire ^|r=:çp,, ^2=çp2, ...; Ic^ 
résultant de i|, 'io* • • sera donc, en vertu du théorème II, 
égal au résultant F des formes linéaires (a), élevé à la puis- 
sance s — I , degré maximum des formes ç et multiplié par le 
résultant de ces formes ; en d'autres termes, si l'on appelle 
R le résultant des formes ©, S celui des formes ^, Y le déter-3 
minant de la substitution (a), on a 

S = Rr*"-'. 



XXI. — Discriminants. J 



On appelle discriminant d'une fonction homogène le 
résultant de ses dérivées prises par rapport à chacune de ses 
variables. 

On appelle racines singulières d'une forme les systèmes de 
valeurs des variables qui annulent à la fois la forme et toutes 
ses dérivées, ou, pour éviter un pléonasme, qui annulent ses 
dérivées. 

Lorsque le discriminant d'une fonction ^ est nul, l'équation 
^ = o, qui permet de considérer Tune des variables comme 
fonction des autres, donne pour les dérivées partielles de 
cette variable des valeurs indéterminées. 

Lorsque le discriminant est identiquement nul, il y a toute 
une suite de valeurs des variables pour lesquelles les dérivées 
partielles de l'une d'elles sont indéterminées, et vice versa 
d'ailleurs. 

Théorème I. — Le discriminant d'une fonction est un 
invariant de cette fonction. 
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En effet, con sidérons la fonction homogène (p(j:|,j:2? • 
;de degré m. Si Ton eflectue la substitution 
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fon aura 



(0 



( ^ 



i 









T«i' 



donc, en appelant F le déterminant de la substitution, le 

[résultantdes seconds membres de (i) sera F^'""*-*"' multiplié 

par le discriminant A de o. Si ensuite on eflfectue la substi- 

tation sur les dérivées t^ > t^ ? • • • > le nouveau résultant relatif 

OX\ 0x2 

Mxj^ sera égal à l'ancien AF^'""*^'*"* multiplié par F^'"~*^", 
de sorte que, D désignant le nouveau discriminant, on aura 

D — ■ ^r(//i-i)''-4-m-i)''-' — j^r/w(w-u«-». 

Pour /w = 2, on a D = AF^, ce qui s'accorde avec ce que Ton 
savait déjà sui^ les discriminants des fonctions du second 
degré. 

Théorème II. — Lorsque le discriminant d^une forme 
^ annule f les dérivées du discriminant par rapport aux 
coefficients de la forme sont proportionnelles aux dérivées 
de la forme prises par rapport aux mêmes coefficients. 

En effet, soit A le discriminant d'une forme cp ; faisant varier 
les coefficients a, 6, ... de cette forme et les variables x^^ 
X2f . • • de telle sorte que A ne varie pas, on a 



(I) 



o = -T- oa-h , , ôo -4- . . . ; 
oa 00 



d^ 



maïs on a aussi, en appelant cp^, (pj, . . . , ç,i les dérivées j-^-» 



c^p 



^9* • • et en observant que x^ 4- 8^i ? ^2 4- 8^2, • • • doivent 
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vérifier les équations ^^ — o5| = o, ^^ — os^ 



•^-^ Vr* a • • « 






-^ SX, 



— î- oa 
àa 

— î- sa 
àa 






— — = o. 



MahiplioDs la première de ces équations par jTi, la secon< 
par Xj. ... et ajoutons, en obser\'ant que, si l'on appelle m 
degré de 5, on a 



on trouve 



-riri^'=^*?*^---= '^?î 



m — - 0X| — m — — 0x1 — 



*fx 



I 



dx, 



— m -r^ oa 
oa 






. = o 



et, si Ton observe que ^ admet les racines singulières, 

àz> ^ <fe >, 

—^ oa rf <*© — =0. 

ôa 00 

Comparant cette formule avec (i), on a 

da ' da db ' dh 

c. Q. F. D. 

De là un moyen de trouver les racines singulières sans avoir 
calculé A, pourvu que Ion fasse usage du théorème § XIX. 



XXII. — Sur un théorème propre à faciliter dans certains cas 

le travail de rélimination. 1 

Théorème. — Si les équations homogènes de degré m 

Ci) ç»,(^x,. X2, . .., x«)= o, ?2 = o, ..., «prt= o 

admettent une solution commune^ cette solution satisfera 
aussi aux équations 



ô\ __ dA 



= 0, 



• > 



âXn 



= o, 



où l'on a 
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d{Xi,Xij . . ., Xn) 



335 



Supposons d'abord les degrés des équations (i) quelconques 
et respectivement égaux à /ni, ma, . . ., rrin', on pourra, en 
vertu du théorème des fonctions homogènes (p. 22 1\ écrire 
ces équations ainsi qu'il suit : 



M 



àxx 


Xi-h 


àXf 


x^-^- 




: m,Cp, r- 


0, 


à^2 
dxi 

• • • 


Xi-]- 

• • • • 


âx^ 

• • * • 


X^-r- . 




m j cp2 _ 


0, 

• 



les valeurs de x^^ ^21 • • • » q^î satisfont à ces équations, sa- 
tisfont donc aussi à 

A = o. 

Maintenant, si m^ = m^ r= . . . = ni,i = /?«, on déduira de (2) 



A^Ti = m 



"1 



-:-Cp2 



AiFï = m 




d 



ÔXn 



dxi 
0x9 




• ■ I ' 



et, en général, 



Ax/= m 



'■1 



-î-cpa 



d\ 



â<o 



Y2 



on en tire 



du 
Xi - — = m 



âxi 



dxj 



^* âxj d^i ~^ dXj d^x . . • • I 
dxi dxi J 



Si i=-jt il faudra ajouter A au premier membre. Si l'on 
suppose que l'on remplace Xi^^x^^ . . . par les solutions de (i), 
en tout cas que isoit égal à y ou différent dey, on a 



[dcpi dA d(p2 d\ ^ H 

àxj ^â^ àxj ^d^ "y 
àxi àxi J 



Xi 3— = m V ï \- 

OXj 
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or le second membre de cette équation est égal à zéro ou à A, 
c'est-à-dire toujours égal à zéro, donc 

d\ 

-T — — O. C. Q. F. D. 

Ce théorème suppose que la solution commune ne se rap- 
porte pas aux valeurs nulles de Xi , ;r2, . . . , sans quoi il serait 
évident; d'ailleurs la démonstration précédente ne s'applique 
pas à ce cas. 

Si le système (i) se réduit à trois équations de second degré, 

les équations 

cpi = o, cp2— o, cp3=o 

et les trois équations 

seront du second degré ; en éliminant ;r^, x?^, x:^^ X\ x^^ X\ x^t 
X20C^j on aura sous forme de déterminant la résultante des 
équations proposées. 

XXIII. — Sur une élimination remarquable. 

Proposons-nous d'éliminer X{^ x^t - - - ^ Xn entre les équa- 
tions 
(r) f=z^a^jXiXj= o 



et 



(2) 



Cil a7i-f-Ci2 x^-^-' ' '-^ C\fi x,i= o, 

C21 Xi-{- Cii X2-\- ...-+- C2,i Xfi = o, 



< 

/ • 

A cet effet, écrivons l'équation (i) soûsla forme 
multiplions la première équation (2) par \^ la seconde par 
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)^2, . . . , et ajoutons avec (3), puis égalons à zéro les coeffi- 
cients de j^i, ^To, ... : nous aurons 



df 



-• Ci2Ai -• CjiA2-r- . . . -^ Cn-l 2^n-l — 0> 



Si, entre ces équations et (2), on élimine Xt , . . ., a;,,, )^| , . . . , Xi_i , 
en remplaçant -r^> • • • > -, — par leurs valeurs 



Û^U^l -î- «12 J^2 



on a 



«11 
«21 



«12 

«22 



«1/» 

«2/1 



• "' ■ «l«^/t> 
Cil C21 

C12 C22 



«/H ««2 

Cil ^12 






Ce résultat a été obtenu par Hesse. 



C/î-1,1 

C/i-1,2 

. * • 

Cn—i,n 
O 

• 

O 



= O. 



XXIV. — Principe de correspondance. 

Le principe de correspondance, nettement énoncé pour Ja 
première fois parChasles, consiste en ce que : 

Si sur une droite Don a deux séries de points X i , X2 , . . . , 
et Y^, Y2, . . ., tels qu^à chaque point X correspondent 
n points Y etqu^à chaque pointX correspondent m pointsUy 
le nombre des points X coïncidant avec leurs correspon- 
dants Y est m -\- n (pourvu que cette correspondance des 
points X et Y s'exprime au moyen d'une équation algébrique). 

Nous appellerons les points X coïncidant avec leurs cor- 
respondants des coïncidences, 

La démonstration du principe en question est fort simple. 
Soient Xij X2, ••« les abscisses des points X^ X2, ..., 

L. — Traité d'Analyse, I. 22 
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comptés sur la droite D à partir d'un point fixe O de cett^ 
droite ; J^« , ^2 » • • • celles des points Y^ , Y2, . . ; Tabscissea; 
d'un point quelconque X et l'abscisse y d'un point quel- 
conque Y seront liées entre elles par une équation 

(i) fK^,y) = o 

de degré m en x ci n en y\ les coïncidences seront données 
en prenant x =^y^ et par suite leurs abscisses seront racines 
de l'équation /(^, ^) = o. Si l'équation (i) est complète, 
f{tj t) sera de degré m -h /i, ce qui démontre le théorème. 

Voici une autre démonstration du même principe donnée 
par M. Zeuthen. 

Soit G un point de la droite D où n'ait pas lieu une coïn- 
cidence; par ce point menons une droite quelconque et pre- 
nons deux points fixes A, B sur cette droite, joignons ces 

Fig. -. 

M 




IL 



/ 

points à deux points correspondants X, Y; le lieu des points 
M de rencontre de AX et BY sera une certaine courbe que 
nous allons étudier et que nous appellerons la courbe (M). 

La courbe (M) rencontre AM en n points, en général situés 
à distance finie, distincts du point A; mais la courbe (M) a en 
outre au point A un point d'ordre m, car, le point G étant 
considéré comme un point Y, m droites AX correspondront 
à BG et seront d'ailleurs autant de tangentes à la courbe M. 

Ainsi la courbe M est de degré m-\- n, elle a en A un point 
d'ordre m et en B un point d'ordre n. 

Le principe de correspondance découle de là, car les coïn- 
cidences sont les points où le lieu M coupe la droite D. 



SUR l'élimination. 339 

Le principe de correspondance peut titre généralisé comme 
il suit : 

Si par un point passe une série de droites U, V, et qu^à 
chaque droite U correspondent m droites V, quUi chaque 
droite V correspondent n droites V, le nombre des droites U 
coïncidant avec leurs correspondantes V (ou coïncidences) 
sera m -^ n. 

Ghasles a fait une application du principe de correspon- 
dance à la recherche du nombre des intersections de deux 
courbes situées à distance finie (Comptes rendus de l^ Aca- 
démie des Sciences, 1 855 ) . 

Considérons deux courbes d'ordres m et n : soient C et D 
ces courbes; prenons deux points fixes A, 13 dans leur plan, 
mais hors de ces courbes. Par A faisons passer une droite AX, 



V 



Ra' /-^^ 



i B 



*''* rencontrera C en m points a; joignons B aux points a; 

' "it)ites ainsi menées au nombre de m couperont D en 

"*« points 8. 

^^ joignant A aux points P, on aura mn droites AY cor- 

Pondant à AX ; réciproquement, à chaque droite AY cor- 

^Pondent mn droites AX. 

"lorsque les courbes C, D ont un point commun (a, P), la 

^Ue AaX coïncide avec une droite AY ^ ; mais deux droites 

^) AY peuvent coïncider sans cela : c'est ce qui arrivera 

. ^'id on considérera la sécante AB, car mn droites coïn- 

^ïites sont confondues avec AB; il en résulte que, si AB 

P^sse pas par des points communs aux deux courbes, ce 

. ^ l'on peut supposer, C et D auront mn points communs, 

^és en général à distance finie. 



34o 



CIAPITKB XI. 



?*1?^ JH H?K 



ET HOTES. 



I . Noos désiçnoos. poar abréger, par ipq i le déterminant pq'— < 
Cela posé, la résnltante de 

ajr* — br — r — o. 



est 



y ax^ — OT — r — o, 
( a' x^ — br — r' = o 



La résultante de 



* 4Mb ' i ac ♦ 



— o. 



\ac 



\ a JT* — bx^ — ex — d = o, 
{ ax^ — 6'-r* — ex — d' = o 



est 



ab' > < ac' t t €ui* • 

♦ I M' » — I be' I « bd' \ 
bd' • I ed' I 



La résultante de 



i • ac 

I > ad' • « 



= o. 



\ ax* — 6jr* — ex^ — dx — e = o, 
( a X*— b x^— cx*~d'x — e' = o 



est 



( ax*—bx^—cx^~d'x 

< ad' I 



' t cUf' * { ac » 

« {id' ' — . bc' • 



tac • 



4 ae I 
I Mv • > €•*• — . w«, ' « a^' I — bd' } i be' ) 
i i cul' ' « ac' I — » bd' • 1 be' 1 — « cd » « ce' ) 
i ^a«' (^6e'« (ce'/ {de') 

2. I^ discriminant de l'équation 

ax^ — 4^-*^ — 6cj'— ^dx — e = o 
a été mis par M. Cayley sous la forme 

i6(P--5i7J*). 

I = ae — 4M- 3c*, l^ace-^ibcd — ad^ 



= o. 



--c6«— c». 



3. On a 



a"* — 6"* 



a — 6 
cette formule peut s'écrire 

1 I I ' 



= a'»-» -h ba'^-^-r-...— 6^-1; 



= a"»-* — 6a«-* -r- . . . -r- 6*«- 
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On la généralise ainsi : 

Im 
In I 



flW 


^m 


a«-i 


bn-\ 


• • • ■ 


• • • • 


a« 


b^ 


a 


h 


I 


I 



/2 
I 



! an 



a^ 

a 

I 



b' 



an l l^n-l 



b^ 

b 

I 



• • • • 
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Sa^bJ\..l*^, 



formule où /i -i- i désigne le nombre des variables a, b, . . ., / et où 
i-r-j'-^. . .-r- l = m — n. 

4. On a, en appelant a,, aj, . . . , a« les racines de ^(x) = o, 



^{h 






f)n 



TîTl /| , ^2' • • • 7 ^w ) 
TÎT( fi, ^2» . . • , ^n) OtiOti . . . Otn 'fUl) ^K^'l)- ' ' ^K^n) 

Dans cette formule, rs^tx, hi •••» ^n) est le produit de toutes les 
(lifTérences des quantités ti, t^, ..., f„, et dans le premier membre 
il faut supposer les binômes ti — ay tels que i^j (Borciiardt, Mé- 
moires de V Académie de Berlin, i855). 

o. Le discriminant d*un produit de m fonctions de n variables est 
identiquement nul quand m < n, 

6. Gauchy a fait connaître dans ses Anciens Exercices une mé- 
thode pour le calcul des fonctions symétriques qui est très remar- 
(fuable. Cette méthode est reproduite dans Y Algèbre supérieure 
de M. J.-A. Serret. Gauchy a fait également connaître deux méthodes 
d'élimination pour le cas de deux équations, l'une dans les Anciens 
Exercices, l'autre dans les Nouveaux Exercices, La première est 
peu connue; c'est cependant une des plus fécondes que l'on con- 
naisse. 

7. Soient a,, Pi,Yi; a2,?2, Y2; «3, ?3,Ï3 et a;, ^4, 74 les cosinus direc- 
teurs de quatre droites; iTijj^i, ^i ; x^, y%, z^', Xz, yz, Zz et 374,^^4, ^4 
les coordonnées de quatre points appartenant respectivement à ces 
quatre droites ; la condition nécessaire et suffisante pour qu'elles 
soient les génératrices d'un même système d'un hyperboloïde est 
que, en posant 

// = ^iZi— -(ifi, nii = ^iiXi— 7.iZi, ni = a/x* — P/^/, 
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les déterminants obtenus en prenant quatre colonnes dans le tableau 
suivant soient nuls : 



«1 


?. 


Yi 


/. 


nti 


n, 


"J 


?t 


T« 


/, 


nii 


/iî 


Ij 


?3 


Ï3 


h 


ma 


/I3 


"i 


?* 


ït 


h 


/7l4 


^4 



Ces conditions rentrent en partie les unes dans les autres. 
8. Pour éliminer arj, rrj, . . ., a:,, entre les équations 



o, 



?i 



?î= o, 



?« 



= o, 



où ?pi, cpj, . . ., F sont des fonctions entières de a?!, a?2, . . ., a^/i, on 
peut prendre les (p pour diviseurs; soient Fi, Fj, ..., Fjj, les équi- 
valents réduits de F et des produits de F par les arguments réduits ; 
en éliminant les arguments réduits considérés comme des paramètres 
distincts, entre Fi = o, Fj=o, ..., Fjj,— o, on a la résultante 
cherchée. 
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CHAPITRE XII. 



RÉSOLUTION DES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM. 



I. — Règle générale pour tronver les mazima et les minima 

des fonctions explicites. 

On dit qu'une fonction d'une ou de plusieurs variables 
y(îc,^, 5, . . .) passe par un maximum pour un certain sys- 
lèxne de valeurs des variables Xjj', z, . . ., quand pour ce 
système de valeurs on a 

f{x - h, y -r- k, z l, ...) C/(a:,7, z, ...), 

quels que soient les signes de A, k^ l, . . . , pourvu que ces 
quantités soient inférieures en valeur absolue à une quantité 
finie, aussi petite que l'on voudra, du reste. Si J'on avait au 

contraire, pour les valeurs de /i, A*, ... que l'on vient de 
définir, 

f{x -^h,y-^ k, zr-l, . . . ) >f{x, y,z, , . .), 

on dirait que /passe par un minimum pour le système des 
valeurs de x^y^ Zj ... fournissant cette relation. 

Si Ton remplace h par dx^ k par dy, . . . , on pourra dire 
4^ey* passe par un maximum (ou un minimum) quand 

f{x-^dx,y-\-dy, ...)—/( ^,7, ...)r^A/ 

conserve, quels que soient les signes de dx^ dy, ..., le 

^'gne -H (ou le signe — ). 

En résumé, pour savoir si f{oc, y^ z^ . . .) passe par un 
'^^ximum ou un minimum, il faut étudier Jes variations de 
^^gne de A/, quand on fait varier dx, dy^ .... 
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La formule de Taylor donne (en la supposant applicable) 
(1) \/=df-^E„ 

E,„ désignant en général un terme d'ordre supérieur km — i . 
Le terme ci/ du premier ordre donne son signe au second 
membre de (i), et par suite à A/, car on peut écrire 



rf/+E.= rf/(.-H|.) 



E . . 

Or -j| a pour limite o pour dx = o, dv = o, . • . ; donc, si 

aj 

dx, dy^ . . • sont assez petits, i + -~. sera positif et df( i -}- ^) 
ou rf/*-l- Eo aura le signe de df. D'ailleurs 

df =^ — dx -\- -f dy -^.. , 

'' dx ôy '^ 

change de signe avec dx^ dy^ ... ; donc, si l'on n'a pas iden- 
tiquement df^=o^ A/ changera de signe avec dx, dy. . . . 
et y* ne sera ni maximum, ni minimum; donc : 

Théorème L — Pour qu^une fonction f passe par un 
maximum ou un minimum, il faut que la différentielle 
df passe par la valeur o. 

Mais cette condition n'est pas suffisante, et, si rf/'=: o, on a 

(2) A/ = -UV^E3; 

et, pour que le signe de A/ soit indépendant de dx^ dy^ . . . , 
il faut que rf-/, qui donne son signe à A/, ai t lui-même un signe 
indépendant de ceux de dx, dy, .... 

Il y aura maximum si d^f reste négatifs minimum dans 
le cas contraire. 

Si d'f s'annule, quels que soient dx, dy^ . . . , on posera 

Le signe de A/ sera celui de d^f; or ce signe change avec 
ceux de dx, dy, . . . , car d^f est un polynôme homogène du 
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Itroisîèine degré en rfj?, rfr, .... Donc il n'y aura ni niaxi- 
num nî minimum, à moins que t/'/soit nul, quels que soient 
IdXj dj% ... ; il faudrait alors poser 



^•^-TTÏ^M^''-^-^'-^' 



et ainsi de suite. 



En résumé, pour qu'une fonction f passe par un maxi- 
mum ou un minimum, il faut que sa dij/'é rende lie pre- 
mière soit nulle; il faut, en outre, que la première diffé- 
rentielle, qui n'est pas nulle, quels que soient dx^ dy, . . . » 
$oit d'ordre pair, et qu'elle conserve toujours le signe — 
pour qu'il y ait maximum et le signe + pour qu'il y ait 
minimum. 

Passons aux applications : 

i® La fonction f ne contient qu'une seule variable x. 
Ses différentielles sont alors égales à ses dérivées, aux facteurs 
dxj dx^^ dx^^ . . • près, et l'on peut dire que : 

Une fonction d'une variable passe par un maximum 
{ou un minimum) quand y la première dérivée s' annulant y 
la première de celles qui ne s'annulent pas est d'ordre 
pairj négative {ou positive). Cette condition est nécessaire 
et suffisante (pourvu toutefois que cette fonction soit déve- 
loppable par la formule de Taylor). 

2** La fonction f contient plusieurs variables indépen- 
dantes x,/,;c, . . . ; alors, df devant être nul, quels que soient 
dx^ dy^ . . . , comme l'on a 

il faut que l'on ait séparément -^ = o, ^ =:= o, .... 

Ainsi, pour qiC une fonction de plusieurs variables in- 
dépendantes soit maxima ou minima, il faut que ses déri- 
vées partielles du premier ordre soient nulles. 

Mais il faut aussi que d-f conserve son signe, quels que 
soient dx, dy^ . . . , et que ce signe soit -h dans le cas du 



346 CHAPITRE XII. 

miaimum, — dans le cas du maximum ; or d^f est un poly- 
nôme du second degré, de la forme 

dans lequel on a posé, pour abréger, 

dx^\^, dy ^%t, . . 



et 






— «Il, 



à\f 
dxdy 



— ai23 



.-*: 



Pour savoir si ce polynôme est susceptible de changer jde. j 
signe, on le décomposera en une somme de carrés. 

Si tous les carrés sont positifs, rf^/sera toujours positif et 
il y aura minimum; si tous les carrés sont négatifs, il y aura ' 
maximum; enfin, si parmi ces carrés il y en a de signes op- 
posés, rf^ypourra changer de signe, et il n'y aura ni maximum, 
ni minimum. 

Quand d^f est identiquement nul, la discussion paraît 
beaucoup plus difficile, mais on n'a jamais besoin de la 
pousser aussi loin. 

Pour reconnaître le signe de rf^y, il n'est pas besoin de ^dé- 
composer ^^ciij\i\j en carrés; on peut former l'équation 
{voir p. 238 cl siiiv.) 



(4) 



Cl^l CI22 — S 



«;/l 



«;/2 



• • • ^1/t 

• • • • • » 

• • • ^nn * 



O, 



dont le premier membre est le discriminant de 

Cette équation a toutes ses racines réelles, on peut lui ap- 
pliquer la règle des signes de Descaries. Le nombre des carrés 

positifs et négatifs dans lesquels ^a/yj/jy peut se décom- 
poser est égal au nombre de ses racines positives et néga- 
tives, et par suite : 
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Pour que J soit minimuniy il suffit que V équation ( \) 
fait que des variationsy etj pour que f soit minimum, il 
uffit quelle n^ait que des permanences. 

Si V équation (i) a des variations et des permanences, 
n'est ni maximum ni minimum. 



n. — Quelques exemples de détermination de mazima 

et de minima. 



Problème I. — Trouver dans le plan le plus court che- 
in d'un point h. à un point B en passant par une droite 
^nnée, les deux points A e/ B étant situés d'un même 
lié de la droite. 

Prenons pour axe des x la droite donnée et une droite per- 
ïndiculaire pour axe des jk- Soient a el p les coordonnées 
lu point A, celles du point B pourront être représentées par 
/et gr, / désignant la distance des points A et B comptée 
llèlement à l'axe des x. Le chemin cherché se compose 
l'une ligne brisée sur Taxe des x; soit a -\- x Tabscisse du 
lint où le plus court chemin cherché rencontre Taxe des x, 
quantité à rendre minima est 



(l) ^ p'^ -.- x^ -. \J q"^ - \l — J7)'. 

Pour trouver le minimum de celte expression, égalons sa 
dérivée, par rapport à ^, à zéro; nous aurons 

1/ \ ^ ^ — ^ _ 

s/p'^-\-x^ ^q^~-\l — xf" 

Sans qu'il soit nécessaire de tirer x de cette équation, on 
voit que les deux droites dont se compose le chemin cherché 
[font avec la droite donnée (l'axe des x) des angles dont les 
cosinus sont égaux, et par suite : 

Le plus court chemin cherché est brisé de telle façon 
que ses deux parties font des angles égaux avec la droite 
donnée. 
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La dérivée seconde de l'expression (i) est 

'i "^ 3' 

c'est-à-dire positive; la valeur de x tirée de (2) fournira 
donc bien, comme on devait s'y attendre, un minimum [à 
la vérité, l'équation (2) fournira deux valeurs de x, quand 
on aura fait évanouir les radicaux, mais il ne s'agit que delà 
valeur pour laquelle les radicaux sont positifs, et pour laquelle 
a<^x <i a-{- l, si l'on suppose, par exemple, a et />>o]. 

PaoBLÈME II. — Trouver un point tel que la somme des 
carrés de ses distances à des points fixes soit un minimum. 

Soient ^, jKj ^ les coordonnées du point cherché, xi, yi^ Zi 
celles de l'un des points donnés, prises par rapport à trois 
axes rectangulaires quelconques; la quantité à rendre mi- 
nima est 

en égalant ses dérivées partielles à zéro, on a 

^{x~Xi)^0, ^{j—yi)^o^ ^(^_^.y^O 

et, en appelant n le nombre des points donnés dans l'espace, 

le point demandé Xj y, z n'est autre chose, comme l'on voit, 
que le point que Ton appelle en Géométrie le centre des 
moyennes distances, et en Mécanique le centre de gravité du 
système des points en question. 

Quoiqu'il soit évident que nous sommes en présence d'un 
minimum^ nous allons le vérifier par Texamen de la différen- 
tielle seconde de la fonction (i); cette différentielle est 

On voit qu'elle est essentiellement positive, puisqu'elle est 
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la somme de trois carrés, et la solution trouvée correspond 
bien, comme nous l'avons observé, à un minimum. 

Problème III. — Troui'er le polygone d'aire maxima 
Von peut Jormer avec des côtés donnés. 



Soient A| , A2, A3, . . . , A„ les sommets successifs du poly- 
fone; A,A2= a<, k^A^^^^a^, ..., AnAi = a,i les côtés 
donnés; r^ r2, ..., r„^i les diagonales A, A3, A, A4, ..., 
AiArt_<. Si l'on se rappelle que Taire d'un triangle dont les 
côtés sont a, è, c est donnée par la formule 

l'aire à rendre maxîma sera 



V'— (a}-+- a^-^ r\ — ia\a\ — ia\r\ — ia\r\) 
^ V— (''î -^ a^-r- ri — ia\r\— 1 a\r\ — ir\ r\) 



Désignons, pour abréger, par^i, ^2? • • •? ^n-2 les radicaux 
qui entrent dans cette formule; la condition du maximum 
s'exprimera en égalant à zéro les dérivées partielles relatives 
à rj, Tj, . . . , ce qui donnera 



L(r\-a\-a\)-^ l{r]^ al- r\) = o, 
Si s^ 



(') 



\ I 



j{r\-a\-r\)-^l{r\-a\-rl) = o. 

Si Sz 



or. 



dans un triangle de côtés a, 6, c, d'angles A, B, G et 



d'aire S, 



on a 



cos A — i > S = i oc sin A . 

10c 



L'application de ces formules transforme les équations (i) 
dans les suivantes : 

tang Al Aj A3 + tang Ai A4 A3 = o, 
tangAïAsA*-!- tangAiA6A4 = o, 
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lesquelles expriment que les angles AjAoA.^ et AiA^Ag 
sont supplémentaires, ainsi que A^AgA., et AiAgA^, ...; 
donc le cercle qui passe par A|A2A3 passe par A4, par 
A5, ... ; donc enfin le polygone maximum a tous ses som- 
mets sur un même cercle, il est inscriptible. 

C. Q. F. D. 

III. — Sur le maximum des fonctions de plusieurs variables 

liées entre elles. 

Il peut arriver que l'on demande le maximum ou le mini- 
mum d'une fonction de plusieurs variables liées entre elles 
par des équations non résolues; il est même parfois élégant 
d'introduire dans une question de maximum des variables 
auxiliaires liées aux variables principales. Pour trouver le 
maximum ou le minimum, on égalera toujours la différentielle 
de la fonction que l'on veut rendre maxima ou minima à zéro. 
En effet, une fonction y de plusieurs variables ^1, x^, . • . , ^/i, 
liées entre elles par k équations, telles que 

[ /i(^ij ^2> . . ., a:;i)= o, 

, ) 72(^1, ^2, .. ., a:„)=o, 

est au fond une fonction de n — k de ces variables qui pour- 
ront être considérées comme indépendantes, les autres ^i, 
X2j ..., x/(j par exemple, étant des fonctions de celles-ci 
données par les équations (i). La différentielle totale de / 
prise par rapport à ces variables, à savoir 

doit donc être nulle pour que y soit maximum ou minimum 

c. Q. F. D. 

Les variables ^a+i? ^a+2' • • étant indépendantes, rf^^^i. 
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^*4-27 • • • sont arbitraires, et les conditions du maximum 
^^ du minimum sont 

Ua-+-i — o, Ua.-h2 ~ o, . . . , U« — o. 

Pour calculer les expressions Ua+i, UA4.2Î • • • » ou, ce qui 
revient au même, la différentielle de / par rapport aux va- 
riables indépendantes, on différentiera / par rapport à toutes 
les variables, ce qui donnera 

(2) df — - ^— dx^ ~ - — dx^ -f- ... - h -^ dxn • 

-^ ()Xi 0X2 àXn 

On différentiera aussi les équations (i), ce qui donnera 

/' àf, , dfy , df, , 

I -7 — dXi ■■. - -f— dXi - . . . -^ -r— dXfi — o, 
Oxi 0x2 ox,i 

^ -~=^ dxx - —^ dxi - . . . ^ dxn — o, 

OXi 0X2 ÔXfi 



De (3) on tirera dx^^ rfj?2, - • • , dxfç et, en portant leurs 
valeurs dans (2), on aura rf/" sous la forme 

U^^idxj^.^i -•-..,-•- l]„dx„. 

Au fond, cette méthode revient à égaler à zéro la différen- 
tielle de / prise par rapport à toutes les variables, c'est-à- 
dire à poser 

(4) T— «-^1 -~ -r— dx2 -:-...— -r- dx^ — o, 

ôx^ 0x2 ()Xn 

à éliminer entre (3) et (4) dx^j dx^-s . . • , dx^ et à égaler à o 
les coefficients des différentielles restantes dxh^K, • • • > dXn- 
On peut diriger les calculs d'une façon élégante en em- 
ployant la méthode des multiplicateurs de Bézout. 

Multiplions les équations (3) respectivement par les indé- 
terminées X|, ^2? • • •) ^A et ajoutons-les à l'équation (4). 
On pourra déterminer ces quantités \ par la condition que 
les coefficients de dxx, dx<i^ . . . , dxk soient nuls ; l'élimina- 
tion de ces quantités sera alors faite; en égalant à zéro les 
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coefficients de rfx^^i, ..., </r/i, on aura les conditions du 
maximum ou du minimum. On obtient ainsi les équations 

(5) / dxt' 'ùxt"-'''dx "' ' 



t 



A j -7 — — t— . . . — t— A;t 3 — ' O , 



dXa àXn dx,i 

Je le répète, on peut supposer que k de ces équations dé- 
terminent )^|, ^25 . . . , )^a; les /i — k autres sont les équations 
du maximum ou du minimum, et servent alors à déterminer i 
les variables ;r concurremment avec les équations (i). 

Au fond, cette méthode revient à éliminer X|, X2, ..., Xy^ 
entre les équations (5); les résultantes et (1) font connaître 
les valeurs de Xx^ x^^ . . ., Xn pour lesquelles il y a maxi- 
mum ou minimum. Je dis qu'il faut éliminer Xf, \^^ ..., 
\ni car il n'y a aucun intérêt, en général, à connaître ces 
quantités, qui jouent dans, la question un rôle tout à fait , 
secondaire. 

Il est important d'observer que l'on arriverait au même 
résultat en cherchant le maximum ou le mininiura de la 
fonction ' 

où Aj , )^2î ' • • seraient traités comme des constantes dans la 
différentiation. 

Il est bon d'observer aussi que, si l'on veut discuter la^^ 
(lifTérentielle rf^/, les quantités dx^^ dx^, . . . n'y sont plus 
arbitraires; mais cette discussion est le plus souvent inutile. 

Une dernière remarque : la fonction f à rendre maxini.a 
pourrait se trouver engagée sous un signe fonctionnel, dans 
une équation non résolue ; ainsi, étant données les relation.^ 
(i), on pourrait demander de rendre maxima la fonctioa J 
donnée par la formule 

(G) cp(/, a?„ a?i, . .., a:«) = o; 
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on remplacerait alors la formule (2) par celle-ci 

obtenue en différentiant (6), et en n'écrivant pas le terme 
^ d/y nul en vertu de la règle qui prescrit d'égaler d/k zéro. 



IV. — Applications des théories précédentes. 

Problème I. — Trouver le parallélépipède rectangle 
maximum inscriptible dans un ellipsoïde. 

Soit 

a:* y* ^* 
a* o* c* 

l'équation de l'ellipsoïde ; le volume à rendre maximum est, 
à un facteur constant près, xyz] on posera donc 

(2 ) yz dx -h xz dy -h xy dz = o; 

en différentiant (i), on a 

,-^ X dx dy dz 

multipliant (3) par)^, ajoutant avec (2) et égalant à zéro les 
coefficients de rf^, dy^ dz, on a 

Xx Xy Iz 

7^-4- — =0, zx-h-^=o, 0^7 4-— =0; 

l'élimination de \ donne 

a'^yz _ b^xz _ c^xy 

OU bien 
c'est-à-dire 



n 



X 




y 






z 




aï 

x^ 


b^ 

y' 




C2 

z^ 


y 




a 

X 


b 

y 


— 


c 

- > 

z 





ce qui prouve que les côtés sont proportionnels aux axes de 
L. — Traité d'Analyse, I. 28 
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l'ellipsoïde et que les sommets sont situés sur les diagonales 
du parallélépipède circonscrit à Tellipsoïde ayant pour côtés 
les axes. 

Reprenons le problème traité plus haut : 

PaoBLÈME II. — Trouver le plus court chemin d'un 
point A à un point B en rencontrant une droite située dans 
le même plan que ces points. 

Soient/? et q les distances respectives de A et B à la droite, 
/ la distance des deux points comptée parallèlement à la 
droite, enfin x el y les distances du point où le plus court 
chemin se brise aux pieds des perpendiculaires abaissées de 
A et B sur la droite; on a 

(i) x-^y = l, 

et la quantité à rendre minima est 

^ x^ -\- p*^ -^- )J y^ -\- q^' 

Différentions(i)et égalons à zéro la différentielle de la quan- 
tité à rendre minima; nous aurons 

, X dx y dy 

dx-\~ dy = o^ -j_^—^ ! — f^=z.-s^= = o; 

multiplions la première équation par X, ajoutons avec la 
seconde et égalons à zéro les coefficients de dx et dy\ nous 

aurons 

_ ^ ^ y ^ ^ 

d'où \ se trouve éliminé. 

Cette méthode, plus élégante que celle que nous avons 
employée plus haut, conduit aux mêmes conclusions (p. 347). 

PaoBLÈME III. — De tous les polygones isopérimètrés 
d'un même nombre de côtés j quel est le plus grand? 

Pour résoudre cette question, désignons par A|, A2, ..., 
A„ les sommets du polygone. 

Soient a^ = AiAg, «2 = A2A3, . . ., «/= A/A/^., ses côtés 
successifs. 
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Soient Ts = A| A3, r^ = A, A^, ... ses diagonales issues 
de A|. 

Soient ^2 l'aire du triangle Ai A2 A3, 53 celle de A 1 A3 A4, 

L'aire à rendre maxima est 



<') 



V — («} -:- aj -:- rj ~ ia] a] — ia\ ri — 2a; r* ) 
V^— ( r* -+- rj -+- a* — 2 /-J rj — 2 a* r^ — 2 aj rî ) 



on a d'ailleurs la condition 



(^.) 



ai -4- «2 -^ •••-+-«« = const. 



Pour résoudre la question, il faudra égaler à zéro les diffé- 
rentielles de (i) et de (2), ce qui donnera 



(I bis) 

et 

(2 bis) 



i J,r.,r.(dszApnn ^ -'-;^--N ) 



^ aidai— 



—^ ^^ =0 



^ ^ dai = o. 



Ajoutons ces équations après avoir multiplié la seconde 
par \ et égalons à zéro les coefficients de rf/v et rfa/; nous 
aurons 



(3) 



or 



ri U, 'i-^i ' / t*/-t '1-1 

L ^ î 1 = o, 

Si Si-i 

a> — r? — r? 

a/ —^ -f- A = o ; 



r? — a/ — r?^., = — 2CosA, Af.+-,A/a/r/4.,, 
*/ = \ ai r/+i sin Ai A/+, A/ 
et, par suite, 



Si 



= — 4cot Al A/4.1 A/, ,..; 



les formules (3) peuvent donc s'écrire 

cot Al A/-»_i A/-4- cot Al A/_i A/= o, 
X — 4^/ cotA/Ai A/_Hi = o. 
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La première de ces formules montre que le quadrilatère' 
A| A|..| A|- A|^.| est inscriptible : le polygone lui-même l'est 
donc aussi; la seconde montre que Ton a 

a/cot A| A| Aivi = «/-i cot A/_i Ai A/ = ... ; 

si l'on joint le centre du cercle circonscrit aux sommets du 
polygone, les demi-angles aux centres ainsi formés étant dési- 
gnés par Wj, 0)2, . . . , o)/, la formule précédente donnera 

cti a^ aa 



tang(Oi tang(02 tangcos 

c'est-à-dire que les distances du centre du polygone aux 
divers côtés seront égales. Il faut pour cela que les côtés 
du polygone demandé soient égaux; ce polygone est donc 
régulier. 

Problème IV. — De tous les polygones de même aire et 
d'un même nombre de côtés, trouver celui dont le péri- 
mètre est le plus petit. 

Les équations de ce problème sont les mêmes que celles 
du problème précédent; en effet, au lieu de rendre minima 
l'expression (i), il faudra la supposer constante et rendre 
minima la somme a< H- a2 + .*. H- a,i ; dans l'un et l'autre 
cas, on devra égaler à zéro les différentielles de ces deux 
expressions, ce qui fournira dans l'un et l'autre cas les équa- 
tions (i bis) et (2&w), après quoi on appliquera comme plus 
haut la méthode des multiplicateurs et Ton sera conduit aux 
mêmes calculs que dans le problème précédent; on verra 
donc, comme précédemment, que le polygone cherché doit 
être régulier. 

La démonstration géométrique des résultats auxquels nous 
venons d'arriver ne présente aucune difficulté : on la trou- 
vera tout au long dans le Traité de Géométrie de Legendre 
revu par Blanchet et dans celui de MM. Rouché et de Com- 
berousse. 
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V. — Digression sur la plus courte distance de deux droites. 

On peut résoudre par la théorie des maxima diverses 
questions élémentaires, dont la solution a déjà été donnée 
autrement. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la plus courte 

distance de deux droites. Soient a, 6, c les cosinus directeurs 

de la première, a', é', c' ceux de la seconde; soient Xq^ jko? ^0 

les coordonnées d'un point fixe de la première, x^ y^ z les 

coordonnées d'un autre point variable pris sur cette même 

droite; soient x'^^^qj z'^ un point fixe de la seconde droite, 

a/, y^ z! un point variable de cette droite ; soient p la distance 

des points x,y^ z et :ro, jKo? ^o? ?' celle des points x\y ^ z' 

. / I I 
Cl ^0? JKo? -^0* 

On aura 

, x=: Xq-^t a^, x' = x'q -{- a' çi\ 

7=7o-4-6p, / = /o-^-^'p^ 
z = Zq-^ cpj z' = z'q -h c' p' . 

La quantité à rendre minima est le carré p^ de la distance 
des points x, y^ z et a:', y^ ^', à savoir 

/?« = (a? — a:')' -+-(7 — /)* -4- (-5 — z'Y, 

ou, en vertu des formules précédentes, 

(i) jt>« = (X -f- ap — a'p')*-4-(Y ^hp — b'p'^-^ÇL -h cp — c'p')«, 

équation dans laquelle on a posé, pour abréger, 

X = a^o — i2?'o , Y = 7o — 7o , Z = Zq — ^'0 . 

En égalant à zéro les dérivées de/?^ relatives à p et p', on a 

( o=(X-+-ap — a'p')a-+-(Y-f-^>p — 6y)^>-h(Z-+-cp — c'p')c, 
^^ ( o=(X-hap — ay)a'-+-(Y-+-6p b'p')b'^{Z -\- cp — c' p')c\ 

en observant que a^-l-è^-l-c^ est égal à i et que aa' -h è6'+ ce' 



358 CHAPITRE xn. 

est égal au cosinus de Tangle co des deux droites, on a 

aX-H6Y-}-cZ-4-p — p'coso) = o 
et de même 

a' X -h 6' Y -i- c' Z -+- p cos o) — p' = o. 

Ces formules donnent p et p', et par suite (i) donne ^ 
mais, pour calculer /?^, il vaut mieux observer que des f 
mules (si) on tire 

X-t-gp — g^p^ _ Y-^bp-b'p' _ Z-\-cp — c'p' 
bd — cb' ~ ca! — ad ~~ ab' — ba' 

et l'on peut écrire à la suite 



4/^(X-+-ap — a'p')« ^{bd - cb'){\-^ ap — a! 



et aussi = 



Comme Va(èc' — cb') etVa'(6c' — cV) sont nuls, 

formules précédentes peuvent s'écrire, en tenant com 

de(.), 

X-f-gp — g^p^ _ Y_f-6p — 6'p' _ Z-^cp-+-c'p' 
bd — cb' ~~ ca' — ad ~ ab' — ba' 

p _^Mbc-cb') 

^^/^i^bd-cb'y ^{bd-cb')^ 

d'où l'on peut déduire p et p' et directement 

^X{bd—cb') 




ou bien encore 

_ {xq— x'Q){bd — cb')-^{yo— y'Q){ca'~ad)-\-{z<i — z 'Q ){ab'—l 

[{bd — cb'y-^{ad — ca'Y-\-{ab' —ba')^\^ 
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VI. — Digression relative aux axes de l'ellipsoïde. 
Chercher les axes de l'ellipsoïde 

c est calculer les rayons vecteurs p maximum ou minimum de 
^^t ellipsoïde ; on posera 

(^) x=pay y — pb, z — pc, 

Si l'on porte les valeurs (2) de x^ y, z dans (1), on aura 



(4) 



H 



P ~ Aa*-f- A'62-x- A"c^-r-iBôc -1- 2B'ac -+- iB'ab^ 

^^ l'on est conduit à chercher le maximum et le minimum de 

Aa2-f- B62-f- A'c^^ 2B6C -f- aB'ac -f- aB^a^j. 

En égalant sa différentielle à zéro, on a 

^ '^ ) da{Aa -h B'b -^ B'c)-^db( B'a -4- A'b -h Bc) 

-+-dc{B'a-^Bb-\'A'c)=o; 

^ formule (3) différentiée donne 

ada-i- b db -i-cdc = o; 

^^ l'ajoutant à (5), après l'avoir multipliée par s et en égalant 
^ ^évo les coefficients de rfa, dby de y on a 

( (A~s)a-^B''b-^B'cr=o, 
(^) I B'a-^iA' -s)b-^Bc^o, 

( B'a^Bb-h{A''—s)c = o. 

L'élimination de s fera connaître les valeurs de a, 6, c pour 

*^squelles il y a maximum ou minimum. Mais la quantité -5 

P 

^U, en vertu de (4 ), Aa^ ^ A'a^ H- ... à rendre maxima peut 
^e déduire des formules (6); il suffit de les ajouter après 
^Voir multiplié la première par a, la deuxième par é, la troi- 
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sième par c, ce qui donne 

H , H 

— — s = o ou p»=— . 
p* ^ s 

Il résulte de là que les axes sont donnés par la formule 
bien connue 





B' 


B' 


B' 


P* 


B 


B' 


B 


p» 



— o. 



VIL — Axes de la section plane d*im ellipsoïde. 

Nous montrerons encore comment la théorie des maxima 
peut conduire à trouver les axes de la section faite par le 
plan 

(I) 
(^) 

dans la surface 



Ix -h my H- nz = o. 
/* -f- /n* -+- n^ = I , 



( 3 ) A a:2 -+- A>« -+- A' ^2 -4- 2 Bj z -I- 2 B'a7^ -+- a B^a^y = H 

ou 

f{x,y, ^) = o. 

Considérons dans la section un rayon vecteur p faisant avec 
les axes des angles ayant pour cosinus a, è, c; on aura 

p^f{a,b, c)=U 



ou 

(4) 

(5) 
(6) 



H 

P /{a,b,cy 

la -4- mb -4- /ic = o, 
a* -h 6* -h c* = I . 



Si l'on égale dfk zéro pour en avoir le maximum, il viendra 



(7) 



^ ^fda^l^db '^f 



2 àa 



2 db 



2 de 



de — o\ 
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mais (5) et (6) donneront 

l da-¥- mdb -h ndc = o, 
ada-^ hdh-^ cdc — o. 
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et, en appliquant à ces formules et à (7) la méthode des 
multiplicateurs, on obtiendra 



2 oa 



(JL« = o, 



(8) 



- T» -f- A m -h JJLO = O, 
2 00 ' 



2 ^c 



H- X/l -t- [JLC = O. 



Si l'on multiplie la première par a, la seconde par è, la troi- 
sième par c, et si on les ajoute en observant que /est homo- 
gène et du second degré, on aura (p. 221) 

/(a, b, c)-f- X(/a-f- mb -\- ne) -+- (jL(a'-*- b*-¥- c*) — o, 



ou, en vertu de (4), (5), (6)? 

H 

Les formules (8) deviennent alors 



H 

9' 



(A — ^^a-^B'b-hWc-i-kl^o, 

B'a -+- Z' A' — ^ J ^> -t- B c -h Xm = 0, 

B'a-+-B6-+- (a''—^\ c-+-Xn = o, 

et, en éliminant a, 6, c, X entre ces formules et (5), on 
obtient 



(9) 



A-4 

P* 



B' 
B' 



B" 

B 
m 



B' 



B 



/ 



m 



n o 



= 0. 
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L'élimination de X seul fournirait d'ailleurs des équations 

donnant a, 6, c. 

H 

On voit que Téquation (9) est du second degré en — ; les 

r 

deux valeurs de p que l'on en déduira seront les demi-axes 
cherchés de la section. 

Si l'on veut trouver les sections circulaires, il faudra écrire 
que l'équation (9) à des racines égales. Nous retrouverons 
cette question plus loin sous une autre forme, et nous verrons 
un moyen simple d'exprimer la condition en question. 

VIII. — Digression sur nne propriété des polynômes da second degré. 

Soit 

T aij Xi Xj-\- ^ ai Xi -4- et 



un polynôme du second degré non homogène à n variables ; 
il sera maximum ou minimum : 
i« Si l'on a 

l «11 a^i -f- ai2 x^ -\- . . . -\- amXfi -+- ai — o, 

(0 j , 

( aniXi-t- an%X2-^...-i-ann^n-^^n~0j 

c'est-à-dire, en désignant par A le déterminant 

^. — «11 «22 • • • <^/i/ij 

2® Si la différentielle seconde de ce polynôme reste toujours 

positive ou négative, c'est-à-dire si ^aijXiXj est décompo- 

sable en une somme de carrés de même signe. 

Ainsi un polynôme du second degré n'est pas toujours 
susceptible d'un maximum ou d'un minimum. 
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Pour trouver le maximum ou le minimum, on peut aussi 
décomposer le polynôme en carrés après avoir remplacé 

Va/^i par ^^ai^iX et a par ax^^ et en supposant ensuite 

x= I. Si alors on s'est arrangé de telle sorte que le premier 
carré contienne toutes les variabljBS, le second toutes les 
variables moins une, etc., et que le dernier soit constant, en 
égalant chaque carré à zéro, excepté le dernier, ce dernier 
carré sera le maximum ou le minimum cherché, et les équa- 
tions écrites fourniront successivement toutes les variables ; 
f mais cela suppose toujours que tous les carrés soient de 
même signe. 

Il est intéressant de calculer la valeur du maximum ou du 
minimum M quand il existe. A cet effet, il faut porter les 
valeurs (2) de :r<, ^2* • • dans le polynôme du second degré 
dont on cherche le maximum ou le minimum ; en d'autres 
termes, il faut éliminer oTi, Xo, . • . , ^w entre (i) et 



Si l'on rend ces équations homogènes, comme il a été dit, 
en remplaçant ^ g/ Xj par ^ajXjX, aparax^ et M par M o?^, 
si enfin on pose 

^^ciijXiûrj -i- ^ aiX/x -\- ax^ — M x^ —/, 
le calcul se réduira à éliminer x, x^^ x^^, . . . , :r,i entre 

. àf àf 

Ot f=z peut s'écrire 

df > df df 

OXi 0x2 ■ ox 

ou, en vertu des équations précédentes, 

àf 
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il faut donc éliminer x^ X29 - -", Xn^l x entre 



àf df 



àf = 



ox 



o, 



n 



ce qui donne 



a — M «1 aj ... a^ 
«I «Il <»iî .-. «1» 



a, 



«ni «nî • • • ût/in 



= O. 



Si donc on appelle D le discriminant ^^ 0,0,% i «i 2 • • • ctnn) 



on aura 



. = £ 



IX. — Réflexions au sujet des théories précédentes. 



Tout ce que nous avons dit au sujet de la recherche des 
maxima et des minima des fonctions suppose que Ton peut 
leur appliquer la formule de Taylor (réduite à ses premiers 
termes) pour des valeurs des variables voisines du maximum 
ou du minimum. Il ne faudra donc pas s'étonner que quelques 
maxima ou minima échappent à nos théories, et il y aura 
toujours lieu d'examiner si les valeurs àe x^ y^ z^ . . . , qui 
rendent/(x, j^, z, . . . ), ou Tune de ses dérivées premières 
discontinue, infinie, ou indéterminée, ne rendraient pas en 
même temps /maximum ou minimum. 

Nous allons montrer, par quelques exemples devenus clas- 
siques, l'importance de la remarque précédente. 

Problème I. — Trouver le maximum et le m,inim,um, du 
carré de la distance d^un point à un cercle. 

Prenons pour axes de coordonnées deux diamètres rec- 
tangulaires du cercle et le point donné sur l'axe des x\ 
soient / son abscisse et R le ravon du cercle. La distance 
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d'un point {x, y) du cercle au point donné a pour carré 

ou bien, en remplaçante^ par R^ — x^^ 

« 

La dérivée de cette quantité étant — 2/, elle ne saurait 
s'annuler et l'on en conclut, avec raison, que la fonction 
/2-f-R2 — ilx n'a pas de maximum ni de minimum. Mais 
cette fonction n'est pas identique avec celle dont nous cher- 
chons le maximum. En effet, la distance du point donné à 
un point du cercle n'existe qu'autant que x est compris 
entre — R et + R, de sorte que la fonction à rendre maxima 
est discontinue : quand x varie de — R à + R, elle est égale 
à R2 -t- /^ — ^lx\ quand x varie en dehors de ces limites, elle 
n^ existe plus. Il y a donc lieu de se demander si k x =^ — R 
et à \r = -|- R ne correspondrait pas un maximum ou un 
minimum. 

D'ailleurs, à proprement parler, x=^ — R, a::=-i-R ne 
fournissent pas de véritables maxima ou minima, en ce 
sens que, si l'on fait R^-h l^ — 2 /x = cp(^), on ne peut pas 
dire (p(R-|-A) — ?(R) ^st indépendant dû signe de A, 
puisque h ne peut être que négatif. Quoi qu'il en soit, il est 
commode de considérer ^{x) comme étant maximum pour 
^=R quand cp(R4-/i) — ç(R) est négatif, quelles que 
soient les valeurs que l'on a le droit de donner à A, pourvu 
quelles soient assez petites. 

Voici une autre question assez curieuse proposée par 
M. J. Bertrand et résolue par lui dans le Journal de Liou- 
ville (i*^® série, t. VIII, p. i56). 

Problème II. — Etant donnés trois points dans un plan, 
on demande de trouver dans ce plan un point tel que la 
somme de ses distances aux trois points donnés soit un 
m,inim,um. 

A priori y ce problème admet une ou des solutions. Soient 
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x^yj^i^ ^2î^2î ^3> ^3 les coordonnées des points donnés, 
j;,jK celles du point cherché ; la quantité à rendre minîma sera 

s/C^— j^i )*'-^\y — 71/ -^. • • ou Vy/yj; — 37t)^-T-i.r — ro*- 

En égalant ses dérivées partielles à zéro, on a 

X — Xi 



2 



- = o, 



\/(x — Xi)i-:-{y—yiy 

(0 \ 

Si Ton appelle ai, 0L2y ol^ les angles que les distances du 
point cherché aux points donnés font avec l'axe des :r, on a, 
au lieu des formules précédentes, 

cos ai -h cos aj -4- cos as — o, 
sin ai -I- sin aj-i- sin ol^ = o. 

Éliminons l'angle as, nous aurons 

9, -4- 2 (cos ai cos as -h sin ai sin as) = i, 
OU 

2[i-f- cost^Xi— as)) = I, 
OU 

4cos*|(a|— as) — i, 
OU enfin 

cosY(ai — as) = {• 

Cette équation exprime que la moitié de l'angle O que 
font les distances du point cherché aux points Xt^t et :r2jK2 

a pour cosinus -J. Cet angle est par suite égal à -r; on a donc 



9.7r 



Il est facile d'en conclure que le point cherché est à l'inter- 
section de trois segments capables de l'angle -«- décrits sur 

les côtés du triangle fermé par les trois points donnés. Ces 
segments se couperont en général car les équations (i) 
admettent en général, une solution (d'ailleurs, la somme 

des angles, tels que O, faisant ensemble 3 -,.- ou 27r, il existe 
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en général un point O, tel que, si on le joint aux sommets 
d'un triangle, les droites ainsi menées font entre elles des 
angles égaux quand deux segments se coupent). 

Toutefois, pour que deux des segments en question se 
coupent, il faut, comme il est facile de le voir géométri- 

quement, que chaque angle du triangle soit inférieur à -r- > 

de sorte que les méthodes régulières ne fout connaître la 
solution que dans ce cas. Mais, si Ton considère les dérivées 
(i) et (2) de la quantité à rendre minima, on voit immédia- 
tement qu'elles deviennent indéterminées pour x =^ x^ et 
y=y^^ ou pour o; = ^To, JK =JK2> ou enfin pour ^r^jca, 
y =y^,ie dis qu'elles sont réellement indéterminées; eu 
effet, on a 



X T\ 



-['-{^n 



2 



et, pour x=^ X\j y =^y\, cette expression est indéterminée, 

car le rapport^'- — — est arbitraire, x ei y étant tout à fait 

indépendants Tun de Tautre. 

Il y a alors lieu de se demander, si les points donnés ne 
répondraient pas au minimum cherché, et, comme le pro- 
blème a évidemment une solution, c'est le sommet corres- 
pondant à l'angle obtus du triangle des trois points qui 
répond à la question. M. J. Bertrand donne d'ailleurs une 
preuve élémentaire directe de cette assertion. Nous laissons 
au lecteur le soin de la chercher. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Le plus petit polygone d'un nombre de côtés donnés, circon- 
scrit à un cercle, est régulier. 

2. Le plus grand polygone d'un nombre de côtés donnés, inscrit 
dans un cercle, est régulier. 
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3. De tous les polygones d'un même nombre de côtés et de même 
périmètre, le plus grand est régulier. 

4. Le maximum de x^y^zy, si x-^y-^-z est constant, a lieu 

quand 

X _y _ z 

lors même que a, ^, y ^^ ^^^^ P^^ entiers. 

5. Trouver un point tel que la somme des carrés de ses distanceb 
à des plans fixes, ou à des droites fixes, soit minimum. Le point 
cherché est le centre de gravité des pieds des perpendiculaires 
abaissées de ce point (cherché) sur les plans ou les droites. 

6. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux faces 
d'un tétraèdre soit un minimum (c'est le centre de gravité du 
tétraèdre). 

7. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux arêtes 
d'un tétraèdre soit un minimum (employer des coordonnées tétraé- 
driques). 

8. Le triangle d'aire maxima, ayant ses sommets sur les côtés d'un 
triangle donné, a en apparence pour sommets les milieux des côtés 
de ce triangle. 

9. Le tétraèdre de volume maximum, ayant ses sommets sur les 
faces d'un tétraèdre donné, a en apparence pour sommets les centres 
de gravité des faces du second tétraèdre. Mais ce ne sont pas là de 
véritables maxima. 

10. Le triangle de périmètre minimum, ayant ses sommets sur les 
côtés d'un triangle donné, a ses sommets aux pieds des hauteurs de 
ce triangle. 

11. Inscrire un triangle maximum dans l'ellipse (il y aune infinité 
de solutions), ou un tétraèdre maximum dans l'ellipsoïde. 

12. Circonscrire un triangle minimum à l'ellipse. 

13. Circonscrire une ellipse minima à un triangle. 

14. Par un point donné on propose de faire passer un plan qui 
détache dans un trîèdre trirectangle un tétraèdre de volume minimum. 
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lo. Par un point intérieur à un paraboloïde elliptique, on demande 
de faire passer un plan qui détache un segment de volume minimum. 

16. Par une droite donnée on demande de faire passer un plan qui 
coupe un ellipsoïde suivant une section d'aire maxima. 

17. Étant donné un segment de paraboloïde elliptique terminé par 
un plan perpendiculaire à l'axe, on demande d'inscrire dans ce seg- 
ment un parallélépipède de volume maximum. Ce parallélépipède est 
supposé rectangle et droit, ses côtés sont parallèles aux axes de 
Tellipse qui sert de base au segment et à l'axe du paraboloïde. 

18. De tous les tétraèdres ayant des bases superposables et même 
hauteur, quel est celui dont la surface totale est la plus petite? 

19. Plusieurs fonctions symétriques de x, y^ z, ... restant con- 
stantes, une autre fonction symétrique de^r, y, z, ... est maxima ou 
minima quand les variables x,y, z, ... sont égales entre elles. 

(Gauchy.) 



L. — Traité d'Analyse, I. 24 
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CHAPITRE XIII. 



SUR LES VALEURS DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT 
SOUS UNE FORME SINGULIÈRE. 



I. — Préliminaires. 

Si une fonction /(or) est raal déterminée pour x = a, je 
conviendrai d'appeler /(a) la limite vers laquelle tend/(^) 
quand x tend vers a. Pour effectuer cette détermination, on 
a souvent fait usage d'une formule que nous allons établir et 
qui peut être utile dans bien des circonstances. 

Soient /(a:) et F (a;) deux fonctions d'une variable, aux- 
quelles nous supposons que Ton puisse appliquer le théorème 
de Taylor. Posons 

nous en concluons 

f(a -f- h)— F F(a h- A) = o 

ou, par la formule de Taylor, 

/(aj-PF(a)--A[/^a)--PF'(a;]-f-... 

----^[/n«--eA)-PF«(a-i-eA)] = o; 

M. • Je • • • fC 

tirant P de cette équation et ayant égard à ^i), on a 

1.2 1.2. . .71 ^ ' 
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Le développement direct du numérateur et du dénomina- 
teur n'aurait pas permis de supposer à 6 des valeurs égales dans 
ces deux termes. 



II. — Valeur d'une fonction d'une variable qui se présente 

sous la forme - • 

o 

Ouand une fonction est de la forme ^ — r> son numérateur 

et son dénominateur peuvent s'annuler à la fois pour a: = a; 
sa valeur pour x =^ a est la limite vers laquelle elle con- 
verge quand x tend vers la valeur a pour laquelle on a 
à la fois /(a) =:o, F(a)==o. Le moyen le plus sûr de trou- 
ver cette limite est de remplacer /(jc) et F(^) par des déve- 
loppements en série, développements qui mettent en évidence 
certains facteurs convergeant vers zéro pour ^ = a, que Ton 
peut supprimer au numérateur et au dénominateur. On a, 
par exemple, 



sin^.T 



'/^~ T.9..3 """V V 1.2.3 "^••7 



I — cosa: .7:2 x'* i x^ 



1.2 1.2.3.4 I • '•^ j . 2 . 3 . 4 

donc, pour ^=0, 



,. sin2^ 

lim = 2. 

I — cosa? 



On a voulu régulariser ce procédé; malheureusement la 
règle, dite de U Ilospital, que nous allons faire connaître, ne 
saurait être appliquée sans précaution aux expressions de 

la forme -> et la précaution à prendre consiste précisément à 

vérifier si certains développements sont possibles. 

La formule démontrée au paragraphe précédent peut se 

réduire à 

/ (g -h A ) __ f{a\-^hf{a^^h^ 
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Supposons que Ton ait /(a) = o, F (a) = o; il viendra 

Si Ton fait tendre h vers zéro, le premier membre a la 
même limite que p-— pour x = a^ le second a la même li- 
mite que ^77 — pour x = a; donc 

r {^x) r [X ) 

par suite, si ^ — est une quantité connue, bien déterminée, 
on aura la limite de ^ — en prenant le rapport des dérivées 
de ses termes pour x ^ a; si — - — se présentait lui-même 

sous la forme -y on lui appliquerait la règle que nous venons 

de trouver, et ainsi de suite. Telle est la règle de L'Hospital. 
Comme on le voit, l'application de cette règle suppose 
/(x) et F{x) développables par la formule de Taylor. Il 
faudra donc, avant de l'appliquer, examiner si les développe- 
ments de/{x) et de F ( j: ) en série sont possibles : alors à quoi 
bon la règle? En second lieu, il arrive souvent que/'(x), 
/"(x), ..., F'(j;), F"(x)j — sont tous nuls et la règle 
tombe encore en défaut. Dans ce cas, en ayant recours à 
d^autres développements que ceux qui sont fournis par la for- 
mule de Taylor, on a souvent la solution rapide de la ques- 
tion. Ainsi, par exemple, 

1^ 
(art— a»)« 

(x — a)^ 

est évidemment égal k \Jia pour a; == a, ainsi qu'on peut le 
voir en mettant x'^ — a^ sous la forme (^x-\-d)(^x — a); 
l'application de la règle de L'Hospital donne 

_i 1 

,. xix'^ — a*) ' ,. %{x — a)î 
lim -^ —r- = lim 



\{x — a) » x{x^ — a*)î 
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O 



mais le second membre est encore - pour a: =: a, et l'on com- 
prend qu'il en sera toujours de même indéfiniment. 
Considérons encore l'expression 

X — ir'cos - 

X 



%\nx 



On voit facilement que, pour ^ = o, cette expression a 
pour limite l'unité, car elle se décompose en 

XX I 

: — X cos - : 

sina? sin^r x 

X I 

or ^; — ayant pour limite i, et cos- étant toujours com- 

pris entre — i et H- 1 , la limite de notre expression est bien i . 
La règle de L'Hospital conduit à chercher la limite de 

1 . I 

I — 7.x cos sin - 

X X . .1 

ou de I — sin - > 

cosa? X 

qui est tout à fait arbitraire entre les limites o et 2t. 

Il est assez curieux de voir que, dans certains Cours, on 
applique la règle de L'Hospital en faisant ces remarques, et 
qu'on cherche à donner une nouvelle démonstration de la 
règle pour le cas où a = oo . Voici cette démonstration : 

im ^)-^ (pour 37 = oo) = lim — - — - pour x = o] 
F(.) p^.^ 

ainsi 

,. f(x) .. -^'[x/X^^J 
pour a? = 00 Ijm^^ r = Jim ; — - — ; poura7 = o 

^ F{x) _, / 1 \ / I \ ^ 



P''ï -.« 



ou 



hm :^rr^. = lim ^t;— n pour a? = oo . 

Appliquons, comme on le fait dans quelques livres clas- 
siques, la règle de L'Hospital à la recherche de la limite 
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de -;3^ pour j: =z co ^ m désignant un entier >» o; nous avons 

ç-X i,-X 

lim = lim 



en changeant m en m — i, m — 2, . . ., nous trouverons, 
pour m entrer, 

lim = lime--^! .2.3. . .m — o. 

Ce résultat est exact, mais le raisonnement qui y conduit ne 
Test pas; en effet, reconstituons, pour notre exemple particu- 
lier, la démonstration delà règle : nous serons conduits à chér- 



ie 



cher la limite de — ^ pour ^ = o; mais nous ne sommes pas 

en droit d'appliquer à cet exemple la formule démontrée 

au paragraphe précédent, cette formule supposant elle-même 

_i 

que Ton peut appliquer à e *^ le théorème de Taylor. On a 
au contraire très simplement 

ç—x ÛT^ //•"* T 

I -i- 37 H h . . . 

I .2 

est donc l'inverse de 

-ni ^i_ 'T -'« -*-!_:_ 



X-rn-\- X 



J «^«vJ* • • ^ 



qui croît indéfiniment avec x\ donc la limite de est zéro, 

T ' x~'*^ ' 

et ce fait est prouvé pour les valeurs fractionnaires ou in- 
commensurables de m. 



III. — Vraie valeur des fonctions qui se présentent 



sous la forme — 

00 



Si, pour ^ := a, /(^) et F(:r) sont infinis, la fraction /, 
prend la forme ; il est facile de ramener ce cas d'indéter- 
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mination à celui que nous venons d'examiner, en écrivant la 

f(x') 
fonction ;^ , — '■ sous la forme suivante 

I 

F ( .r ) 



I 

7'w 



vX en lui appliquant la règle de L'Hospital, qui donne 

,. f(x^ .. ¥^ix) ^ ' 
lim It: — ^ = lim ; 

p{x)^ ^^^ 

f( X ) 

d'où Ton conclut, en supposant lim/, — finie et différente 
de o, 

,. 'f(X) .. f'(X) 

F (X) ¥ (x) 

Lorsque ~ — est nul, on tourne encore la difficulté en cher- 

^ F{x) ' 

chant la limite de '^-^ — r.- qui est k; on applique la 

règle à cette fraction et Ton trouve 

f(x)-^k¥'(x) 
¥{x) ' 

donc ~ — est bien effal a o comme "pr 

¥{x) ^ F(iF) 

Nous ne ferons pas d'applications de cette règle, mais 
nous résoudrons quelques questions dont l'importance sera 
mise en évidence un peu plus loin. 

Théorème I. — La limite de — pour ^ = oo , quand 

X 

<^/ >> I , est toujours infinie. 

En effet, on a 

. xXoe^a (x\os,ay^ 

ax = e^loga ^ , H 1 1_ ^ ??_jL -u. . . ; 

I 1.2 

a étant supérieur à i , log a est positif; donc, dans le dévelop- 
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pemen t de a^, les termes croissen t indéfiniment et il s'en trouve 
de supérieurs à x"*'^* . Si Ton divise ces termes par x^y on ob- 
tient encore un résultat indéfiniment croissant avec x; donc 

la limite de -— pour j: = 00 est infinie. 

Corollaire, — La limite de ., — > pour ^ = 00 , est in- 

finie, ce dont on se convainc aisément en remplaçant s 
par e^. 

Théorème II. — La limite de — ^ > m étant positif, est 
nulle pour x = o. 

En effet, posant ^ = e", on a à chercher la limite de 

u 

pour M = — 00 

ou de 

u 

— ■ pour u= co: 

g/nu * ' 

cette limite est zéro, car celle de est infinie, comme on 

l'a vu. 



IV. — De quelques autres cas d'indéterminatiou apparente. 

» 

Les expressions qui se présentent sous la forme o x 00 , 
telles que le produit /(a?) F(^) dont les facteurs sont l'un nul 
et l'autre infini pour x =^ a^ se ramènent aux cas précédents 

en les écrivant ainsi 

F(x) 

Exemple. — Lim^'^logo: pour ^ = est égal à la limite 
e — ^ > c est-a-dire a zéro si m > o. 

Les expressions de la forme X — 00 , telles que/(^) — F(^), 
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dans lesquelles on a /('a) rr= oo , Fi a) = oo , se ramènent aux 
formes - comme il suit : 



/(x)-F(.)^/(..[.-ç;j;] 



Si, après avoir calculé la limite de -y.— t on trouve une limite 

différente de Tunité, on en conclut que/(j:) — F(^) est infini; 
sinon on est ramené à une expression de la forme o x oo . 

Les expressions qui se présentent sous la forme i*, o® 
et qui proviennent d'une expression telle que [F(:r)]/^^^ se 
ramènent à des expressions plus simples en prenant leurs 
logarithmes. , 



V. — Théorème de Cauchy. 

Nous ne pouvons passer sous silence un théorème remar- 
quable de Cauchy, à cause de son importance dans la théorie 
des suites. 

Théorème. — Si, pour des valeurs croissantes de x, 

f{x-^i)-f{x) 

converge vers une certaine limite, ^ — - convergera vers la 

même limite, et l'on est sûr qu'il converge vers une limite 
unique. 

En effet, soit /la limite de/(x + i) — f{^)\ quand x sera 
assez grand, on pourra écrire 

/(a? -4-1) —/(a?) = /=he. 

Lorsque o: croîtra, e ne dépassera pas une quantité donnée a, 
si petite que l'on voudra; on peut donc écrire 

f{x^i)~f{x)=l±z, 
f{x^i)-f{x^i)=lz-:z', 



f(x-i- n)—/{x -\-n--i)=l±. t^'^-^\ 
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£, e', e", . . . étant moindres que a; si l'on ajoute ces équa- 
tions, on trouve 

f{x -^ n ) ~f{x) ^ ni — 2j^ 

et 

s- 



J{x-^-n ) -~ f{x) ^^ 

2 



u n 

t 



est moindre en valeur absolue que a; désignons- le para) : 



n 
nous aurons 

J\x ~ n ) — /(ar) — (/ — (jù)n 

ou 

f(x-^n) /(^^ / -- w 



n. 



X -7- n X -^ n X ^ n 



X — n 



On peut toujours prendre n assez grand pour que 
soit moindre qu'une quantité donnée et, par suite, sa limite 
pour n =z 00 est zéro; quant à la limite de -— - — > elle est 
l'unité; donc, en passant aux limites, on a 

,. f(x — n) , 

hm ^^ = / pour /i — 00 , 

X - n ^ 

ou, ce qui revient au même, 

fi X ) 
lim-:— ^^ — = lim/(\r -4- I ) — f{x) pour ;r = 00 . 

Corollaire I. — Remplaçons f{x) par logc3(j:-); nous 
aurons 

lim \o^\^(x)\^ — lim loff -^-^ ■ 

ou bien 

Corollaire IL — Considérons la série 

cp(;i)-f-cp(2)-f-cp(3)-^...-^cp(a7)-r-...; 
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on sait qu'elle est convergente quand 

Iim-s^^ < I. 

On en conclut qu'elle est également convergente lorsque 

limctCAy** ' I ; 
ce qui peut d'ailleurs se démontrer directement. 

Corollaire III. — Si, pour des valeurs croissantes de oc, 
f{x -H i) — /(^) est infini, ^-- — le sera aussi. En raisonnart 

comme précédemment, on prouvera que — - — peut 

fix-'—ii) 
être pris plus grand que toute quantité donnée et que - 

dépasse toute limite. 



i. On a 



EXERCICES ET NOTES. 



,. (\-^x)^' — e e 
iim — , 

X 1 

(i -xY — e -'■ 

Jim = — e, 



X^ '24 



pour 


X - 


- 00 . 


2. 


On 


a 


pour 


m 


— 00 


3. 


On 


a 


[ 






L pour 


m 


= 00 



/ 



/ X \ "* _•'•'■' 

lim ( COS-— . I — e x , 



\ V ^'i 



X 

limcos'" — = I 
m 



r 



4. L'expression \ x -^\' x -^^x ~ ... a-t-elle une limite quand le 
nombre des radicaux augm 
on demande de la calculer. 



nombre des radicaux augmente indéfiniment? Si cette limite existe» 
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5. Construire les courbes ayant pour équations 

7:- arloga:, 

iosx 

y ^ - - y 

y — 3r^-\- x^ 
yx — xï: 



6. Trouver, quand elle existe, la limite de x^ 



7. Considérons une série de la forme 



si Ton a, pour rn^= oc ^ 

limm > I, 

la série est convergente; si au contraire cette limite est plus petite 
que I, la série est divergente. Si cette limite est i, on considérera 
l'expression 



m -^ — —I logm, 
L ?('^> J 



et, suivant que sa limite sera > i ou < i, la série sera convergente ou 
divergente; si la limite est i,on considérera l'expression 

< m : 1 loff m — I > loff lofif m, .... 

(AuGusTus DE Morgan.) 

8. La série^ dont le terme général est — : — r< est convergente si, po 

d^ cp . . . . ■ 

/i = 00 , -j-^ a une limite différente de zéro et si cp (ai) = o n*a pas 

racines entières. (Grolous.) 

9. La série dont le terme général est — — est convergente si A*(p (^/i) 
est constante ou croissante (A/i = i ). (Emile Lemoine.) 



NOTES. 



NOTE I. 

Pendant longtemps on a admis sans démonstration que 
toute fonction continue a une dérivée; et, par le fait, 
bien que cette proposition ne soit pas évidente, elle doit être 
considérée comme le postulatum fondamental de la Méca- 
nique, de la Physique mathématique et de toute application 
des Sciences mathématiques (^). 

Ampère et Duhamel ont essayé de prouver que les fonc- 
tions continues ont des dérivées, mais leurs démonstrations 
prouvent seulement que ces dérivées ne peuvent être toujours 
nulles ou toujours infinies, rien de plus. Longtemps on a cru 
étabHr, dans les Cours, l'existence de la dérivée, en montrant 
que l'ordonnée d'une courbe continue avait pour dérivée, par 
rapport à l'abscisse, le coefficient angulaire de la tangente; 
mais il est clair qu'un fait purement analytique doit pouvoir 
s'établir indépendamment de toute considération géomé- 
trique, et, aujourd'hui, on est encore sans preuve irréfutable 
de l'existence de la dérivée des fonctions continues. 

11 y a plus, Hanckel, en 1870, a essayé de former de toutes 
pièces des fonctions continues n'admettant pas de dérivées ; 
^^ fonction représentée par la série suivante serait dans ce cas : 

sina!^ sin3!a? sinnîa? 

I 2! (/i — I)! 

^es théories ont été réfutées par M. Gilbert {Bulletin de 
^ académie des Sciences de Belgique, 2® série, t. XXXV) ; 

(') On se figure difficilement ce que serait une courbe sans tangentes, 
^^ mouvement sans vitesse, un cours d'eau sans débit, etc. 
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mais M. Darboux {Annales de V Ecole Normale, 2® série, 
t. IV et Vlll) a repris la question et a cru devoir donner 
raison à M. Hanckel. La question, à notre avis, est encore 
dans le domaine de la métaphysique; quoi qu'il en soit, nous 
avons eu soin, dans ce Traité, de toujours démontrer-l'exis- 
tence des dérivées que nous cherchions; nous ne nous 
sommes abstenu d'observer cette règle que dans des cas fort 
simples, quand il s'est agi par exemple des fonctions inverses, 

(% . 1 Av I* . A.7? 

en taisant remarquer que, quand — a une limite, — en a une 

aussi. Toutefois, pour ne laisser aucun nuage dans l'esprit du 
lecteur, nous allons montrer dans cette Note comment on 
peut trouver directement la dérivée d'un quotient de deux 
fonctions m et i^ de :r et la dérivée de arc sin^. 



Dérivée de -• — On a 



^ Il ,' u -t- Am u\ 

A - : Aa: r^ — — \\lx 



)■■ 



/ \u Ap \ 



et, en passant aux limites, 



^ ' vu — uv 



(")= 



Dérivée de arc sin:r. — On a, en supposant ^x = A, 

A arc sina: arr sin(;r -— A ) - arc sin.r 
ïx h 

__ arc sin[(^ -4- A) v/i — .9-2 — x \/ 1 — (a? -4- A)'] 
_ -^ , 

et, en passant aux limites et observant que le rapport d'un 
arc à son sinus a pour limite i, 

,. (.r-4- h)K/i — x^—xi/i — ix— /t)i 

( arc sina?) = lim j 

h 

[{x-t-h)\/i — x^-i-x\/i—{x-f-h)^\h 
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c'est-à-dire, réductions faites, 

(arc sina7)'= 

On trouverait d'une façon analogue la dérivée de arc tang^. 



NOTE IL 

Le théorème de M. O. Bonnet, que Ton appelle souvent 
théorème de Bo lie et que nous avons démontré (p. 78 ), repose 
sur un principe que nous avons admis, parce qu'il ne nous 
était pas venu à l'esprit qu'on pût le contester; l'objet de 
cette Note est de démontrer ce principe, qui peut s'énoncer 
comme il suit : 

Si une fonction f{x)^ continue quand x varie entre a 
et b^a (y compris ces limites y bien entendu)^ s^ annule 
pour X =^ a et x=: bj sans rester constamment nulle, elle 
passe dans V intervalle a, b par un maximum, ou par un 
minimum^ c'est-à-dire par une valeur f{c). c désignant 
un nombre compris entre a et 6, telle que, h étant moindre 
qu'une quantité suffisamment petite, les quantités 

/(c-^h)-f(c) et f{c-h)~f{c) 

soient toujours de même signe» 

Supposons, pour fixer les idées, que, x croissant à partir 
de a, f{x) prenne des valeurs positives; il est incontestable 
que/(^) étant continu ne croîtra pas au delà de toute limite, 
et qu'il existera une valeur m positive, que f{x) ne pourra 
pas dépasser, telle toutefois que f{x) pourra dépasser toute 
valeur m — e moindre ; la question est de savoir s'il existe 
une valeur c de x^ telle que l'on ait 

/(^c)= m. 

Or, sif(x) peut s'approcher autant qu'on le yeutde m, c'est 
que f{x) tend vers la limite m, quand x tend vers une cer- 
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laine valeur c, et je dis que l'on a précisément f{c) = m. 
En effet, /(x) doit avoir une valeur bien déterminée pour 
X = c, sans quoi il serait discontinu pour x = c; ensuite, 
celte valeur ne peut être que m; car, si elle différait de m, 
/(x) n'aurait pas pour limite m pour a;^= c, et ne serait pas 
(continu pour cette valeur de x. 

La formule de Taylor, comme nous l'avons vu, peut être 
appliquée lors même que l'on ne serait pas certain que la der- 
nière dérivée emplo}^ée pour former le reste est continue. Cela 
résulte du théorème de M. Bonnet; toutefois la formule de 
Taylor appliquée au développement de f{x -\-k,y-^ k^ • • • )' 
lorsque les dérivées employées pour former le reste ne sont 
pas continues, doit affecter la forme suivante, où o <I B <; i , 






qui peut n'être pas tout à fait celle qui est explicitement 
donnée page 142, parce que la formule qui donne la dérivée 
d'une fonction composée suppose les dérivées partielles de 
cette fonction continues. Mais le reste est toujours d'ordre 
n -\- i (p. 81 et 82), et c'est là l'essentiel. 
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